
แบบฝกหัดสำหรับกลางภาค 2562/2 ชุดที่ 4
1. จงหาคำตอบทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 2𝑦𝑦′ = e𝑥+2e𝑦2

2. ถาตมของเหลวชนิดหนึ่งใหมีอุณหภูมิ 100 องศาเซลเซียส และปลอยทิ้งไวที่อุณหภูมิหองที่ 25 องศาเซลเซียส
พบวาเมื่อเวลาผานไป 1 นาที อุณหภูมิของเหลวลดลงมาเหลือ 75 องศาเซลเซียส จงหาวาตองใชเวลานาน
เทาใดของเหลวนั้นจึงจะมีอุณหภูมิลดลงเปนครึ่งหนึ่งของอุณหภูมิเริ่มตน

(โดยใชกฏการเย็นตัวของนิวตัน d𝑇
d𝑡 = 𝑘(𝑇 − 𝑇𝑠))

3. จงแกสมการเชิงอนุพันธ (1 + 𝑥2)𝑦′ = 2𝑥𝑦 + ((1 + 𝑥2) sec(𝑥))
2

4. ในวงจร 𝑅𝐶 ที่มี 𝑅 = 10 โอหม 𝐶 = 0.5 ฟารัด โดยมีแหลงจายไฟเปน 𝐸 = 4e−𝑡 โวลท ถาที่เวลาเริ่ม
ตนไมมีประจุในวงจรเลย จงหาประจุในวงจรที่เวลา 𝑡 ใด ๆ (𝑅d𝑄

d𝑡 + 𝑄
𝐶 = 𝐸(𝑡))

5. จงแกปญหาคาขอบ 𝑦″ + 6𝑦′ + 8𝑦 = 0; 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0

6. จงหา 𝑦ℎ และ 𝑦𝑝 ของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองตอไปนี้
โดยไมตองคำนวณคาคงตัว
6.1. 𝑦″ − 10𝑦′ + 25𝑦 = 𝑥e5𝑥 + 𝜋

𝑦ℎ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦𝑝 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

6.2. 𝑦″ − 2𝑦′ + 10𝑦 = 𝑥 cos(3𝑥) + 3e2𝑥

𝑦ℎ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦𝑝 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7. จงหาคำตอบทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 𝑦″ − 4𝑦′ = 3 + 10 sin(2𝑥)

8. กำหนดให 𝑓(𝑡) = 2 sin2(7𝑡) + (3𝑡 + 1)2 จงหาการแปลงลาปลาซของ 𝑓(𝑡)



9. จงแกปญหาคาเริ่มตน 𝑦″ + 9𝑦 = 5 cos(2𝑥), 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0 โดยใชการแปลงลาปลาซ

10. กำหนด 𝑓(𝑥, 𝑦) = arcsin(𝑥2 + 𝑦2 − 2)
𝑥2 − 𝑦2

10.1. โดเมนของฟงกชัน 𝑓 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

10.2. จงเขียนกราฟของโดเมนของฟงกชัน 𝑓 โดยแรงเงาพื้นที่ที่เปนโดเมน และใชเสนทึบแสดงของเขตที่รวมอยู
ในโดเมน เสนประแสดงขอบเขตที่ไมรวมอยูในโดเมน

𝑋

𝑌

11. เสนโคงระดับของ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2+𝑦2 คือกราฟในขอ



(𝐴) (𝐵)

(𝐶) (𝐷)

12. กำหนดให 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦
𝑥 + 𝑦 จงวาดเสนโคงระดับของ 𝑧 = 𝑘 เมื่อ 𝑘 = 0, 1, 2

𝑋

𝑌

13. จงหาคาของลิมิตตอไปนี้
13.1. lim

(𝑥,𝑦)→(0,0)
1 + 𝑒𝑥𝑦

1 + 𝑥 + 𝑦

13.2. lim
(𝑥,𝑦)→( 𝜋

2 , 𝜋
2 )

sin (𝑥 + 𝑦) cos (𝑥 − 𝑦)

14. กำหนดให 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦4

𝑥 + 𝑦4

14.1. จงหาคาของ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) ตามเสน 𝑦 = 𝑥



14.2. จงหาคาของ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) ตามเสน 𝑦 = 𝑥2

14.3. จากขอ 14.1 และ 14.2 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) หาคาไดหรือไมเพราะเหตุใด

15. กำหนด 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) + ln(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

15.1. จงหา 𝑓𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

15.2. จงหา 𝑓𝑦 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

15.3. จงหา 𝑓𝑧 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

15.4. จงหา 𝑓𝑦𝑧(1, 6, 2) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

16. กำหนดให 𝑧 = 𝑢3𝑐𝑜𝑠(𝑣) และ 𝑢 − 𝑥2 = 𝑣 − 𝑦4 = 𝑒𝑥𝑦 จงใชกฏลูกโซหา

16.1. จงหา 𝜕𝑧
𝜕𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

16.2. จงหา 𝜕𝑧
𝜕𝑦 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

17. จงหาอนุพันธยอย 𝜕𝑧
𝜕𝑥 และ 𝜕𝑧

𝜕𝑦 เมื่อกำหนดให 𝑦3 − 3𝑧 = sec(𝑥𝑧)

17.1. 𝜕𝑧
𝜕𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

17.2. 𝜕𝑧
𝜕𝑦 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

18. นอวัก จอคอวิช เสริฟลูกเทนนิสที่มีน้ำหนัก 0.15 กก. ดวยความเร็ว 35 เมตร/วินาที ถากำหนดใหคาผิดพลาด
ที่เปนไปไดในการวัดน้ำหนักลูกเทนนิสและความเร็วลูกเทนนิสมีคาเทากันคือ 0.2% จงใชคาเชิงอนุพันธรวม
ประมาณคาผิดพลาดรอยละที่เปนไปไดในการวัดคาพลังงานจลนของลูกเทนนิส (ถา 𝐾 แทนพลังงานจลนของ
วัตถุ(J) 𝑚 แทนมวลของวัตถุ(kg) และ 𝑣 แทนความเร็วของวัตถุ(m/s) จะไดวา 𝐾 = 1

2𝑚𝑣2)

19. จงหาคาสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ หรือจุดอานมา (ถามี) ของ

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥4 + 𝑦4 − 16𝑥𝑦 + 2



20. ให 𝑓(𝑥, 𝑦) เปนฟงกชันที่มีอนุพันธยอย 𝑓𝑥 = 2𝑦 − 2𝑥 และ 𝑓𝑦 = 2𝑥 − 2𝑦
20.1. จงหาจุดวิกฤตทั้งหมดของ 𝑓

20.2. ถาจุด (1, 1) เปนจุดวิกฤตหนึ่งของ 𝑓 จงแสดงวาที่จุด (1, 1) จะทำให 𝑓 เกิดคาสูงสุดสัมพัทธ คาต่ำสุด
สัมพัทธ หรือ จุดอานมา

21. เด็กชายตูตู ตองการสะสมการดพลังโปเกมอนใหครบ 500 ใบ ตูตูมีการดเกือบทุกชนิดรวมกันเปนของตัวเอง
250 ใบ ขาดแตการดพลังงานพิเศษและการดซัพพอรต ตูตูจึงไปของซื้อการดพลังพิเศษจากเด็กชายหนูอวนจำนวน
𝑥 ใบ และขอซื้อการดซัพพอรตจากเด็กชายปกปดจำนวน 𝑦 ใบ หนูอวนขายการดใบละ 200 บาทแตปกปด
ขายการดราคา 2 เทาของหนูอวน
จงเขียนรูปแบบปญหาเพื่อหาจำนวนเงินที่นอยที่สุดที่ตูตูจะใชในการซื้อการดพลัง โดยใชวิธีตัวคูณลากรองจ
(โดยไมตองคำนวณคา)

ปญหาคา ของ

ภายใตเงื่อนไข

22. จงหาคาสูงสุดและต่ำสุด (ถามี) ของ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 โดยใช วิธีตัวคูณลากรองจ เมื่อ
(𝑥, 𝑦) เปนจุดบนเสนตรง 𝑥 + 2𝑦 = 4


