
แบบฝกหัดสำหรับกลางภาค 2562/2 ชุดที่ 3
1. จงหาคำตอบทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ (1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2) d𝑦 − 𝑦2 d𝑥 = 0

2. กฏการเย็นตัวของนิวตันกลาวา d𝑇
d𝑡 (อัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ 𝑇 เทียบกับเวลา 𝑡) เปนสัดสวนกับ

ผลตางของอุณหภูมิของวัตถุและอุณหภูมิของสิ่งแวดลอม นั่นคือ d𝑇
d𝑡 = 𝑘(𝑇 − 𝑇𝑠) เมื่อ 𝑇𝑠 เปนอุณหภูมิ

ของสิ่งแวดลอมถาทำน้ำแข็งโดยนำน้ำที่มีอุณหภูมิ 15 องศาเซลเซียส แลวไปใสในตูเย็นซึ่งมีอุณหภูมิ −5 องศา
เซลเซียส เมื่อเวลาผานไป 1 นาที อุณหภูมิของน้ำลดลงเหลือ 5 องศาเซลเซียส จงหาเวลาที่น้ำจะเย็นลงจนเปน
น้ำแข็งที่อุณหภูมิ 0 องศาเซลเซียส

3. จงแกสมการเชิงอนุพันธ (𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑥3) d𝑥 − (1 + 𝑥2) d𝑦 = 0

4. ในวงจร 𝑅𝐿 ที่มี 𝑅 = 10 โอหม 𝐿 = 0.5 เฮนรี่ 𝐸 = 10e−10𝑡 โวลท ถาที่เวลาเริ่มตนไมมีกระแสในวงจร
เลย จงหากระแสที่เวลา 𝑡 ใด ๆ (𝐿d𝐼

d𝑡 + 𝑅𝐼 = 𝐸(𝑡))

5. จงแกปญหาคาเริ่มตน 𝑦″ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0; 𝑦(1) = 0, 𝑦′(1) = 1

6. จงพิจารณาวา 𝑦 = e𝑥 + 2𝑥2 + 6𝑥 + 9 เปนคำตอบของสมการ d2𝑦
d𝑥2 − 3d𝑦

d𝑥 + 2𝑦 = 4𝑥2 หรือไม
พรอมทั้งแสดงเหตุผล

7. จงหา 𝑦ℎ และ 𝑦𝑝 ของสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง 𝑦″ − 4𝑦′ = 𝑥e−4𝑥 + 1
โดยไมตองคำนวณคาคงตัว

𝑦ℎ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦𝑝 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

8. จงหาคำตอบทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = 3 + e𝑥

9. จงแกปญหาคาเริ่มตน 𝑦″ + 4𝑦 = 2 sin(3𝑥), 𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0 โดยใชการแปลงลาปลาซ

10. กำหนดให 𝑓(𝑡) = 2 cos2(−5𝑡) + (3e2𝑡 + 1)2 จงหาการแปลงลาปลาซของ 𝑓(𝑡)



11. กำหนด 𝑓(𝑥, 𝑦) = ln(𝑦 − 𝑥2 + 1)√2𝑦 − 𝑥

11.1. โดเมนของฟงกชัน 𝑓 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
11.2. จงเขียนกราฟของโดเมนของฟงกชัน 𝑓 โดยแรงเงาพื้นที่ที่เปนโดเมน และใชเสนทึบแสดงขอบเขตที่รวม

อยูในโดเมน เสนประแสดงขอบเขตที่ไมรวมอยูในโดเมน

𝑋

𝑌

12. กำหนดฟงกชัน 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 − 3𝑦
𝑥2 + 𝑦2 + 1

12.1. จงเขียนสมการเสนโคงระดับ 𝑧 = 𝑘 เมื่อ 𝑘 เปนจำนวนจริงตอไปนี้

• เมื่อ 𝑘 = 0 สมการเสนโคงระดับคือ

• เมื่อ 𝑘 = 1 สมการเสนโคงระดับคือ

• เมื่อ 𝑘 = −1 สมการเสนโคงระดับคือ

12.2. จงเขียนกราฟของเสนโคงระดับ 𝑧 = 𝑘 เมื่อ 𝑘 = 0, 1, −1



𝑋

𝑌

13. กำหนดให 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦
√𝑥4 + 𝑦4

13.1. จงหาคาของ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) ตามเสน 𝑦 = 2𝑥

13.2. จงหาคาของ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) ตามเสน 𝑦 = 𝑥2

13.3. จากขอ 13.1 และ 13.2 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) หาคาไดหรือไมเพราะเหตุใด

14. กำหนด 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2e𝑥𝑧

14.1. จงหา 𝜕𝑓
𝜕𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

14.2. จงหา 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

14.3. จงหา 𝜕3𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥2 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

14.4. จงหา 𝜕4𝑓
𝜕𝑧𝜕𝑦𝜕𝑥2 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

15. กำหนดให 𝑓(𝑥, 𝑦) เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได ถา 𝑥 = e𝑢 + cos 𝑣 และ 𝑦 = e𝑢 + sin 𝑣 จงใชตารางที่
กำหนดใหตอไปนี้ หาคาของ 𝜕𝑓

𝜕𝑢 และ 𝜕𝑓
𝜕𝑣 ที่จุด (𝑢, 𝑣) = (0, 0)

(𝑥, 𝑦) 𝑓 𝑓𝑥 𝑓𝑦
(0, 0) 3 8 4
(2, 1) 6 5 2

16. อนุภาคชนิดหนึ่งเคลื่อนที่บนพื้นผิวในสามมิติ มีสมการการเคลื่อนที่เปน ln 𝑧 = (ln 𝑥)(ln 𝑦)



16.1. จงหาอนุพันธยอย 𝜕𝑧
𝜕𝑥 และ 𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝜕𝑧
𝜕𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜕𝑧
𝜕𝑦 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

16.2. ถากำหนดให 𝑥 = e หนวย 𝑦 = e2 หนวย โดยที่คาผิดพลาดที่เปนไปไดในการวัดคา 𝑥 และ 𝑦 คือ
0.5% จงใช คาเชิงอนุพันธรวม ประมาณคาผิดพลาดรอยละที่เปนไปไดในการวัด 𝑧

17. จงหาคาสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธ หรือจุดอานมา(ถามี) ของ

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥3 + 9𝑥𝑦2 + 15𝑥2 + 27𝑦2

18. กำหนดให 𝑓 เปนฟงกชันที่มีอนุพันธยอยอันดับที่สองตอเนื่อง ถา (1, 1) และ (0, 2) เปนจุดวิกฤติของ 𝑓 ที่
สอดคลองกับเงื่อนไข

𝑓𝑥𝑥(1, 1) = 4, 𝑓𝑥𝑦(1, 1) = 1, 𝑓𝑦𝑦(1, 1) = 2
𝑓𝑥𝑥(0, 2) = 4, 𝑓𝑥𝑦(0, 2) = 6, 𝑓𝑦𝑦(0, 2) = 9

18.1. 𝑓(1, 1) เปนคาสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธของ 𝑓 เพราะเหตุใด
18.2. 𝑓(0, 2) เปนคาสูงสุดหรือต่ำสุดสัมพัทธของ 𝑓 เพราะเหตุใด

19. จงเขียนรูปแบบปญหาตัวคูณลากรองจ เพื่อหาเวกเตอรหนึ่งหนวย 𝑥 ⃗𝑖 + 𝑦 ⃗𝑗 ในระนาบ ที่ทำใหผลคูณภายใน
(dot product) ของเวกเตอรดังกลาว กับเวกเตอร 3 ⃗𝑖 − 5 ⃗𝑗 มีคามากที่สุด

ปญหาคา ของ
ภายใตเงื่อนไข

20. จงหาคาสูงสุดและคาต่ำสุด(ถามี) ของ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦4 สำหรับจุด (𝑥, 𝑦) ใดๆ ที่อยูบนเสนตรง
𝑥 + 𝑦 = 7


