
บทที่ 6 อินทิกรัลสามชั้น

6.1 อินทิกรัลสามชั้น (Triple Integrals)
เราจะเริ่มจากการพิจารณากรณีที่งายที่สุด ให f เปนฟงกชันของสามตัวแปร x, y, z ที่นิยามบนกลอง
สี่เหลี่ยมผืนผา B ที่กำหนดโดย

B = {(x, y, z) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, p ≤ z ≤ q}

ดังรูป

เราจะแบง B ออกเปนกลองสี่เหลี่ยมผืนผาเล็กๆ ที่มีขนาดเทากัน โดยเริ่มจากการแบงชวงปด [a, b]

ออกเปน l ชวง แตละชวงกวาง △x =
b− a

l
แบงชวงปด [c, d] ออกเปน m ชวง แตละชวงกวาง

△y =
d− c

m
และแบงชวงปด [p, q] ออกเปน n ชวง แตละชวงกวาง △z =

q − p

n
ดังนั้นเราจะ

ไดกลองสี่เหลี่ยมผืนผาเล็กที่มีขนาดเทากันทั้งหมด lmn กลอง แตละกลองมีปริมาตรเปน △V =

△x△y△z

สรางผลบวกรีมานน (Riemann sum)
l∑

i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(x∗
ijk, y

∗
ijk, z

∗
ijk)△V

เมื่อ (x∗
ijk, y

∗
ijk, z

∗
ijk) คือจุดบนกลองสี่เหลี่ยมผืนผายอย Bijk เรานิยาม อินทิกรัลสามชั้น (triple

integral) ของฟงกชัน f เหนือกลอง B ดังนี้∫∫∫
B

f(x, y, z)dV = lim
l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(x∗
ijk, y

∗
ijk, z

∗
ijk)△V
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ถาลิมิตหาคาได

ทฤษฏีบท 6.1.1 (Fubini's Theorem) ให f เปนฟงกชันของสามตัวแปร x, y, z ที่นิยามบนกลอง
สี่เหลี่ยมผืนผา B = [a, b]× [c, d]× [r, s] แลว∫∫∫

B

f(x, y, z)dV =

∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y, z)dxdydz

ตัวอยาง 6.1.2 จงหาคาของ
∫∫∫
B

xyz2dV เมื่อ B คือกลองสี่เหลี่ยมผืนผาที่กำหนดโดย B =

{(x, y, z)/0 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3}

จะสังเกตไดวา ถา f คือฟงกชันคาคงที่ f(x, y, z) = 1 จะไดวา∫∫∫
B

f(x, y, z)dV =

∫∫∫
B

dV = lim
l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

△V = V

เมื่อ V คือปริมาตรของ B ดังนั้นถา B = [a, b]× [c, d]× [r, s] แลว

V =

∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a

dxdydz
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ตัวอยาง 6.1.3 จงหาปริมาตรของB เมื่อB คือกลองสี่เหลี่ยมผืนผาที่กำหนดโดยB = {(x, y, z)/0 ≤

x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 8, 0 ≤ z ≤ 4}

ตอไปเราจะพิจารณาการหาคาของอินทิกรัลสามชั้นของฟงกชัน f(x, y, z) เหนือทรงตันปด E ใดๆ
โดยเราจะแบงการพิจารณาออกเปนกรณีตางๆ ตามชนิดของทรงตันดังนี้
ทรงตันปดชนิดที่ 1 (type I solid)
ให E เปนทรงตันปดที่กำหนดโดย

E = {(x, y, z)/u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y), (x, y) ∈ R}

เมื่อ R คือบริเวณที่เกิดจากการโปรเจคชัน E ลงบนระนาบ XY รูปตอไปนี้แสดงตัวอยางของทรง
ตันปดชนิดที่ 1

Figure 1: Solid type I

การหาคาของอินทิกรัลสามชั้นของฟงกชัน f(x, y, z) เหนือทรงตัน E สามารถทำไดโดย∫∫∫
E

f(x, y, z)dV =

∫∫
R

(∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z)dz

)
dA
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การอินทิเกรตในวงเล็บสามารถทำไดโดยอินทิเกรตเทียบกับตัวแปร z โดยใหตัวแปร x และ y เปน
ตัวคงคา ผลที่ไดจะเปนฟงกชันของ x และ y จากนั้นจึงนำไปหาคาอินทิกรัลสองชั้นเหนือบริเวณ R

ซึ่งอาจเปนบริเวณชนิดที่ 1 หรือ 2 ก็ไดตามที่ไดศึกษามากอนหนานี้ในบทที่ 5

ตัวอยาง 6.1.4 จงหาคาของ
∫∫∫
E

6xydV เมื่อ E คือทรงตันที่ปดลอมดวยระนาบ x = 0, y =

0, z = 0 และ 2x+ y + z = 4 ดังรูป
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ตัวอยาง 6.1.5 จงใชอินทิกรัลสามชั้นหาปริมาตรของ E เมื่อ E คือทรงตันดังรูป

ตัวอยาง 6.1.6 จงหาคาของ
∫∫∫
E

x2eydV เมื่อ E คือทรงตันที่ปดลอมดานบนดวยพื้นผิวเชิงทรง

กะบอก z = 1− y2 ดานลางดวยระนาบ z = 0 และดานขางดวยระนาบ x = 1 และ x = −1
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ทรงตันปดชนิดที่ 2 (type II solid)
ให E เปนทรงตันปดที่กำหนดโดย

E = {(x, y, z)/u1(y, z) ≤ x ≤ u2(y, z), (y, z) ∈ R}

เมื่อ R คือบริเวณที่เกิดจากการโปรเจคชัน E ลงบนระนาบ Y Z รูปตอไปนี้แสดงตัวอยางของทรง
ตันปดชนิดที่ 2

Figure 2: Solid type II

การหาคาของอินทิกรัลสามชั้นของฟงกชัน f(x, y, z) เหนือทรงตัน E สามารถทำไดโดย∫∫∫
E

f(x, y, z)dV =

∫∫
R

(∫ u2(y,z)

u1(y,z)

f(x, y, z)dx

)
dA

ตัวอยาง 6.1.7 จงใชอินทิกรัลสามชั้นหาปริมาตรของ E เมื่อ E คือทรงตันในตัวอยาง 6.1.4 โดยอิ
นทิเกรตเทียบกับตัวแปร x กอน
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ทรงตันปดชนิดที่ 3 (type III solid)
ให E เปนทรงตันปดที่กำหนดโดย

E = {(x, y, z)/u1(x, z) ≤ y ≤ u2(x, z), (x, z) ∈ R}

เมื่อ R คือบริเวณที่เกิดจากการโปรเจคชัน E ลงบนระนาบ XZ รูปตอไปนี้แสดงตัวอยางของทรง
ตันปดชนิดที่ 3

Figure 3: Solid type III

การหาคาของอินทิกรัลสามชั้นของฟงกชัน f(x, y, z) เหนือทรงตัน E สามารถทำไดโดย∫∫∫
E

f(x, y, z)dV =

∫∫
R

(∫ u2(x,z)

u1(x,z)

f(x, y, z)dy

)
dA

ตัวอยาง 6.1.8 จงหาคาของ
∫∫∫
E

√
x2 + z2dV เมื่อ E คือทรงตันที่ปดลอมดวยพาราโบลอยด

y = x2 + z2 และ ระนาบ y = 4
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ตัวอยาง 6.1.9 จงเขียนรูปทรงตันที่สอดคลองกับอินทิกรัลสามชั้นที่กำหนดให และจงเขียนอินทิกรัล
สามชั้นของ f(x, y, z) เหนือทรงตันที่วาดได ในลำดับการทิเกรตอื่นๆ ที่เหลืออีก 5 ลำดับ

(1)
∫ 1

−1

∫ 1

x2

∫ 1−y

0

f(x, y, z)dzdydx

(2)
∫ 1

0

∫ 1

√
x

∫ y2

0

f(x, y, z)dzdydx
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ตัวอยาง 6.1.10 จงเขียนปริมาตรของทรงตัน E ที่ปดลอมดวยพื้นผิว z = x2 + 3y2 และ z =

8− x2 − y2 ในรูปอินทิกรัลสามชั้น โดยไมตองคำนวณคา

ตัวอยาง 6.1.11 จงเขียนอินทิกรัลสามชั้นของ f(x, y, z) เหนือทรงตัน E ที่กำหนดใหดังรูป ใน
ลำดับการอินิเกรตที่กำหนดให โดยไมตองคำนวณคา

∫∫∫
E

f(x, y, z)dydzdx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∫∫∫
E

f(x, y, z)dzdydx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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6.2 พิกัดทรงกระบอกและพิกัดทรงกลม (Cylindrical and Spherical coordinates)
พิกัดทรงกระบอก (Cylindrical coordinates)
ให P (x, y, z) เปนจุดใน 3 มิติ นอกเหนือจากพิกัดฉาก (x, y, z) เรายังสามารถบอกตำแหนงของ
P ไดดวยพิกัด P (r, θ, z) เมื่อ r และ θ คือพิกัดเชิงขั้วของจุดที่ไดจากการโปรเจคชันจุด P ลงบน
ระนาบ XY ดังรูป

Figure 4: The cylindrical coordinates

ดังนั้นเราจะไดความสัมพันธระหวาง (x, y, z) และ (r, θ, z) ดังนี้

x = r cos θ y = r sin θ z = z

ในทางกลับกัน เราจะไดวา

r2 = x2 + y2 tan θ =
y

x
z = z

ตัวอยาง 6.2.1

(a) จงเขียนจุด (2,
2π

3
, 1) ใน 3 มิติพรอมทั้งเปลี่ยนใหเปนพิกัดฉาก
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(b) จงเปลี่ยนพิกัดฉาก (3,−3,−7) ใหเปนพิกัดทรงกระบอก

พิกัดทรงกลม (Spherical coordinates)
นอกเหนือจากพิกัดฉากและพิกัดทรงกระบอกแลว เรายังสามารถบอกตำแหนงของจุดใน 3 มิติดวย
พิกัดทรงกลมไดอีกดวย
ให P (x, y, z) เราสามารถเขียนแทน P ไดดวยพิกัดทรงกลม P (ρ, θ, ϕ) เมื่อ
ρ คือ ขนาดของเสนตรง OP ที่เชื่อมระหวาง P และจุดกำเนิด O

θ คือ มุมที่เสนตรงที่เกิดจากการโปรเจคชันเสนตรง OP ลงบนระนาบ XY ทำกับแกน
X ในทิศทวนเข็มนาิกา, 0 ≤ θ ≤ 2π

ϕ คือ มุมที่เสนตรง OP ทำกับแกน Z บวก, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ

Figure 5: The spherical coordinates

จากรูปจะไดความสัมพันธระหวาง (x, y, z) และ (ρ, θ, ϕ) ดังนี้

x = ρ sinϕ cos θ y = ρ sinϕ sin θ z = ρ cosϕ

และ
ρ2 = x2 + y2 + z2
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นอกจากนี้เรายังสามารถหาความสัมพันธระหวางพิกัดทรงกระบอก P (r, θ, z) และพิกัดทรงกลม P (ρ, θ, ϕ)

ไดดังนี้
r = ρ sin θ θ = θ z = ρ cosϕ

ตัวอยาง 6.2.2

(a) จงเขียนจุด (2,
π

4
,
π

3
) ใน 3 มิติพรอมทั้งเปลี่ยนใหเปนพิกัดฉาก

(b) จงเปลี่ยนพิกัดฉาก (0, 2
√
3,−2) ใหเปนพิกัดทรงกลม

ตัวอยาง 6.2.3 จงหาสมการในพิกัดทรงกระบอกและพิกัดทรงกลมของพื้นผิวไฮเปอรโบลอยดเชื่อม
โยง x2 − y2 − z2 = 1
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6.3 อินทิกรัลสามชั้นในพิกัดทรงกระบอก (Triple Integrals in cylindrical coordinates)
ในหัวขอนี้เราจะพิจารณาการหาคาอินทิกรัลสามชั้นของ f(x, y, z) ที่นิยามบนทรงตัน E ซึ่งกำหนด
โดย

E = {(x, y, z)/u1(x, y) ≤ z ≤ u2(x, y), (x, y) ∈ R}

เมื่อ R คือบริเวณเชิงขั้ว นั่นคือ

R = {(r, θ)/h1(θ) ≤ r ≤ h2(θ), α ≤ θ ≤ β}

ดังรูป

Figure 6: The solid over polar region

เราจะไดวาอินทิกรัลสามชั้นของ f(x, y, z) บนทรงตัน E สามารถหาคาไดโดย

∫∫∫
E

f(x, y, z)dV =

∫∫
R

(∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z)dz

)
dA

=

∫ β

α

∫ h2(θ)

h1(θ)

∫ u2(x,y)

u1(x,y)

f(x, y, z)rdzdrdθ

ตัวอยาง 6.3.1 จงหาคาของ
∫∫∫
E

ydV เมื่อ E คือทรงตันที่ปดดานบนดวยระนาบ z = x+ 2 อยู

เหนือระนาบ XY และอยูระหวางทรงกระบอก x2 + y2 = 4 และ x2 + y2 = 9
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ตัวอยาง 6.3.2 จงหาคาของ
∫ 2

−2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

∫ 2

√
x2+y2

(x2 + y2)dzdydx

ตัวอยาง 6.3.3 จงเขียน
∫∫∫
E

f(x, y, z)dV ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในพิกัดทรงกระบอก โดยไมตอง

คำนวณคา เมื่อ E คือทรงตันที่ปดดานบนดวยระนาบ z = 4− y และอยูภายในทรงกระบอก x2 +

y2 = 2y
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6.4 อินทิกรัลสามชั้นในพิกัดทรงกลม (Triple Integrals in spherical coordinates)
พิจารณาทรงตัน E ที่อธิบายดวยพิกัดทรงกลม

E = {(ρ, θ, ϕ)/a ≤ ρ ≤ b, α ≤ θ ≤ β, c ≤ ϕ ≤ d}

เมื่อ a ≥ 0, β−α ≤ 2π และ d− c ≤ π เราจะหาคาของ
∫∫∫
E

f(x, y, z)dV โดยเริ่มจากการแบง

ชวงปด [a, b] ออกเปน l ชวง แตละชวงกวาง △ρ =
b− a

l
จากนั้นแบงชวงปด [α, β] ออกเปน m

ชวง แตละชวงกวาง △θ =
β − α

m
และสุดทายแบงชวงปด [c, d] ออกเปน n ชวง แตละชวงกวาง

△ρ =
d− c

n
จากการแบงดังกลาวเราจะไดกลองสี่เหลี่ยมผืนผาในพิกัดทรงกลม lmn กลอง โดย

แตละกลองมีปริมาตรเทากัน ถาให △Vijk แทนปริมาตรของกลองสี่เหลี่ยมผืนผากลองที่ ijk จะได
วา

△Vijk = ρ2i sinϕk△ρ△ϕ△θ

ดังรูป

Figure 7: The Spherical wedge

เรานิยาม
∫∫∫
E

f(x, y, z)dV ในรูปของผลบวกรีมานนดังนี้
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∫∫∫
E

f(x, y, z)dV

= lim
l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(xijk, yijk, zijk)△Vijk

= lim
l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(ρi sinϕk cos θj, ρi sinϕk sin θj, ρi cosϕk)ρ
2
i sinϕk△ρ△ϕ△θ

ดังนั้นการหาคาอินทิกรัลสามชั้นของฟงกชัน f(x, y, z) เหนือทรงตัน E ในพิกัดทรงกลมสามารถ
ทำไดดังนี้

∫∫∫
E

f(x, y, z)dV =

∫ d

c

∫ β

α

∫ b

a

f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)ρ2 sinϕdρdϕdθ

ตัวอยาง 6.4.1 จงใชพิกัดทรงกลมหาคาของ
∫∫∫
E

e(x
2+y2+z2)3/2dV เมื่อ E เปนทรงกลมรัศมี 1

หนวย
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รูปตอไปนี้แสดงการเกิดทรงตันในตัวอยาง 6.3.1

Figure 8: An animation of a sphere with radius ρ0

ตัวอยาง 6.4.2 จงใชพิกัดทรงกลมหาปริมาตรของทรงตันที่ปดลอมดานลางดวยกรวย z =
√
x2 + y2

และปดลอมดานบนดวยทรงกลม x2 + y2 + z2 = z ดังรูป
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รูปตอไปนี้แสดงการเกิดทรงตันในตัวอยาง 6.4.2

Figure 9: An animation of the solid in example 6.4.1

เราสามารถอาศัยแนวทางตอไปนี้ในการใสลิมิตการอินทิเกรตในพิกัดทรงกลม

ทรงตัน การใสลิมิตการอินทิเกรต

สวนของครึ่งทรงกลมรัศมี ρ0 ในออคแทนทที่ 1
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ทรงตัน การใสลิมิตการอินทิเกรต

รูปกรวยไอศครีมที่ปดดานบนดวยทรงกลม ρ = ρ0

ดานลางดวยกรวย ϕ = ϕ0

รูปกรวยที่ปดดานบนดวยทรงกลม ρ = ρ0

อยูระหวางกรวย ϕ = ϕ1 และ ϕ = ϕ2

อยูระหวางครึ่งทรงกลมศูนยกลางรวม

ρ = ρ1 และ ρ = ρ2
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ตัวอยาง 6.4.3 จงเขียนปริมาตรของทรงตันตอไปนี้ในรูปของอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกลม
โดยไมตองคำนวณคา

(1) ทรงตัน E ที่ปดลอมดวยกรวย z2 = x2 + y2 และทรงกลม x2 + y2 + z2 = 2 ดังรูป

V = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(2) ทรงตัน E ที่ปดลอมดานลางดวยทรงกลม x2 + y2 + z2 = 1 ดานบนดวยระนาบ z = 4 และ
ดานขางดวยกรวย z =

√
x2 + y2 ดังรูป

V = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ตัวอยาง 6.4.4 กำหนดอินทิกรัลสามชั้นในพิกัดฉาก

I =

∫ 0

−3

∫ √
9−x2

−
√
9−x2

∫ 3+
√

9−x2−y2

√
x2+y2

f(x, y, z)dzdydx
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จงเขียนอินทิกรัลนี้ ในรูปของอินทิกรัลสามชั้นในพิกัดที่กำหนดใหตอไปนี้ โดยไมตองคำนวณคา

(1) พิกัดทรงกระบอก

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(2) พิกัดทรงกลม

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ตัวอยาง 6.4.5 จงเลือกใชพิกัดทรงกระบอกหรือทรงกลม (ที่เหมาะสม) เพื่อหาคาตอไปนี้

1.
∫∫∫
E

ezdV เมื่อ E คือทรงตันที่ปดลอมดวยพาราโบลอยด z = 1 + x2 + y2 ทรงกระบอก

x2 + y2 = 5 และระนาบ XY

2.
∫∫∫
E

x2dV เมื่อ E คือทรงตันที่ปดลอมดวยครึ่งวงกลม y =
√
9− x2 − z2 และ y =√

16− x2 − y2
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