
บทที่ 5 อินทิกรัลสองชั้น

5.1 อินทิกรัลสองชั้น (Double Integrals)
พิจารณาฟงกชันของสองตัวแปร f(x, y) ที่นิยามเหนือบริเวณสี่เหลี่ยมผืนผา

R = [a, b]× [c, d] = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

Figure 1: Graph of function of two variables over rectrangle

สมมติวา f(x, y) ≥ 0 ให S เปนทรงตันที่ปดลอมดานบนดวยพื้นผิว z = f(x, y) และอยูเหนือ
บริเวณ R นั่นคือ

S = {(x, y, z) ∈ R3/0 ≤ z ≤ f(x, y), (x, y) ∈ R}

เราจะทำการหาปริมาตรของทรงตัน S โดยเริ่มตนจากการแบงบริเวณ R ออกเปนบริเวณสี่เหลี่ยม
ผืนผาเล็กๆ Rij ซึ่งไดจากการแบงชวงปด [a, b] ออกเปน m ชวงแตละชวงกวาง △x =

b− a

m
และ

แบงชวงปด [c, d] ออกเปน n ชวง แตละชวงกวาง △y =
d− c

n

จากการแบงบริเวณR ดังขางตน จะไดวาบริเวณสี่เหลี่ยมผืนผาเล็กๆRij แตละชิ้นมีพื้นที่เปน△A =

△x△y

ให (x∗
ij, y

∗
ij) เปนจุดบนบริเวณ Rij ให Sij เปนแทงสี่เหลี่ยมผืนผาเหนือบริเวณ Rij ที่มีความสูง

f(x∗
ij, y

∗
ij) จะไดวา Sij มีปริมาตรเปน

Vij = f(x∗
ij, y

∗
ij)△A
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Figure 2: Rectrangular grid partitioning the region R into small rectangles

จะเห็นวาถาให V แทนปริมาตรของทรงตัน S เราสามารถประมาณคาของ V ไดโดย

V ≈
m∑
i=1

n∑
j=1

Vij =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(x∗
ij, y

∗
ij)△A

การประมาณคาของ V ขางตนจะใกลเคียงคาจริงมากขึ้นหากเราเลือกm และ n ใหมีคามากขึ้นดวย
ดังนั้น

V = lim
m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

f(x∗
ij, y

∗
ij)△A

Figure 3: As n increases, the Riemann sum approximations approach the total volume

นิยาม 5.1.1 ให f(x, y) เปนฟงกชันที่นิยามเหนือบริเวณสี่เหลี่ยมผืนผา R อินทิกรัลสองชั้นของ f

เหนือบริเวณ R กำหนดโดย∫∫
R

f(x, y)dA = lim
m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

f(x∗
ij, y

∗
ij)△A

จากนิยาม 5.1.1 เราจะไดวา ปริมาตร V ของทรงตันที่ปดลอมดานบนดวยพื้นผิว z = f(x, y) และ
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อยูเหนือบริเวณ R หาไดจาก
V =

∫∫
R

f(x, y)dA

คุณสมบัติของอินทิกรัลสองชั้น

1.
∫∫
R

(f(x, y)± g(x, y)) dA =

∫∫
R

f(x, y)dA±
∫∫
R

g(x, y)dA

2.
∫∫
R

cf(x, y)dA = c

∫∫
R

f(x, y)dA

5.2 การหาคาของอินทิกรัลสองชั้น (Iterated Integrals)
ให f เปนฟงกชันตอเนื่องของสองตัวแปร เหนือบริเวณสี่เหลี่ยมผืนผา R = [a, b] × [c, d] เราให
สัญลักษณ

∫ d

c

f(x, y)dy แทนการอินเกรตฟงกชัน f เทียบกับตัวแปร y ตั้งแต y = c ถึง y = d

โดยใหตัวแปร x คงที่ เรียกการอินทิเกรตดังกลาววา การอินทิเกรตยอย (partial integration)
ให

A(x) =

∫ d

c

f(x, y)dy

เราจะไดวา ∫ b

a

A(x) =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx

นั่นคือ
∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx หมายถึงการอินเกรตฟงกชัน f เทียบกับตัวแปร y ตั้งแต y = c ถึง
y = d โดยใหตัวแปร x คงที่กอน จากนั้นจึงอินเกรตฟงกชันที่ไดเทียบกับตัวแปร x ตั้งแต x = a ถึง
x = b ในทำนองเดียวกัน∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dydx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dy

)
dx

หมายถึงการอินเกรตฟงกชัน f เทียบกับตัวแปร x ตั้งแต x = a ถึง x = b โดยใหตัวแปร y คงที่
กอน จากนั้นจึงอินเกรตฟงกชันที่ไดเทียบกับตัวแปร y ตั้งแต y = c ถึง y = d
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ตัวอยาง 5.2.1 จงหาคาของอินทิกรัลสองชั้นตอไปนี้

(1)
∫ 3

0

∫ 2

1

x2ydydx

(2)
∫ ln 2

0

∫ ln 5

1

e2x+ydydx

ทฤษฏีบท 5.2.2 (Fubini's Theorem) ให f เปนฟงกชันตอเนื่องของสองตัวแปร เหนือบริเวณ
สี่เหลี่ยมผืนผา R = [a, b]× [c, d] = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} แลว∫∫

R

f(x, y)dA =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy

ตัวอยาง 5.2.3 จงหาคาของอินทิกรัลสองชั้น
∫ ln 5

1

∫ ln 2

0

e2x+ydxdy
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ตัวอยาง 5.2.4 จงหาคาของอินทิกรัลสองชั้น
∫∫
R

y sin(xy)dA เมื่อ R = [1, 2]× [0, π]

ตัวอยาง 5.2.5 จงหาปริมาตรของทรงตันที่ปดลอมดวยพื้นผิวพาราโบลอยด x2 + 2y2 + z = 16,
ระนาบ x = 2 และระนาบ y = 2 และระนาบพิกัดทั้งสาม

5.3 อินทิกรัลสองชั้นเหนือบริเวณที่ไมเปนสี่เหลี่ยมผืนผา
ให f(x, y) เปนฟงกชันของสองตัวแปรที่นิยามเหนือบริเวณ R ที่ไมเปนสี่เหลี่ยมผืนผา
เราสามารถหาคาอินทิกรัลสองชั้นของฟงกชัน f(x, y) เหนือบริเวณ R,

∫∫
R

f(x, y)dA ไดโดยการ

จำแนกบริเวณ R ออกเปน 2 ชนิดดังตอไปนี้
บริเวณชนิดที่ 1 (type I regions)

Figure 4: Type I region
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บริเวณชนิดนี้คือบริเวณที่ปดลอมดานบนดวยเสนโคง y = g2(x) ปดลอมดานลางดวยเสนโคง y =

g1(x) โดยที่ g1(x) ≤ g2(x) และปดลอมดานขางดวยเสนตรง x = a และ x = b นั่นคือ R =

{(x, y)/a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)} ดังรูป
อินทิกรัลสองชั้นของฟงกชัน f(x, y) เหนือบริเวณชนิดที่ 1 หาคาไดดังนี้

∫∫
R

f(x, y)dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dydx

ตัวอยาง 5.3.1 จงหาคาของ
∫∫
R

(4xy − y3)dA เมื่อ R คือบริเวณที่ปดลอมดวยเสนโคง y =
√
x

และ y = x3

ตัวอยาง 5.3.2 จงหาปริมาตรของทรงตันที่ปดดานบนดวยพื้นผิว z = 16xy + 200 และอยูเหนือ
บริเวณ R บนระนาบ XY ที่ปดลอมดวยเสนโคงพาราโบลา y = x2 และ y = 8− x2
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บริเวณชนิดที่ 2 (type II regions)
บริเวณชนิดนี้คือบริเวณที่ปดลอมดานขางดวยเสนโคง x = h1(y) และเสนโคง x = h2(y) โดยที่
h1(y) ≤ h2(y) และปดลอมดานลางและดานบนดวยเสนตรง y = c และ y = d ตามลำดับ นั่นคือ
R = {(x, y)/h1(y) ≤ x ≤ h2(y), c ≤ y ≤ d} ดังรูป

Figure 5: Type II region

อินทิกรัลสองชั้นของฟงกชัน f(x, y) เหนือบริเวณชนิดที่ 2 หาคาไดดังนี้

∫∫
R

f(x, y)dA =

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y)dxdy

ตัวอยาง 5.3.3 จงหาคาของ
∫∫
R

(6x2−40y)dA เมื่อ R คือสามเหลี่ยมบนระนาบ XY ที่มีจุดยอด

อยูที่จุด (0, 3), (1, 1) และ (5, 3)
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ตัวอยาง 5.3.4 จงหาปริมาตรของทรงตันที่ปดดานบนดวยพื้นผิว z = 16−−x2−y2 และอยูเหนือ
บริเวณ R บนระนาบ XY ที่ปดลอมดวยเสนโคง y = 2

√
x และเสนตรง y = 4x− 2

ถา R = R1 ∪R2 โดยที่ R1 และ R2 ไมมีสวนที่ซอนทับกัน ดังรูป

แลว ∫∫
R

f(x, y)dA =

∫∫
R1

f(x, y)dA+

∫∫
R2

f(x, y)dA

ตัวอยาง 5.3.5 จากตัวอยาง 5.3.3 จงใสลิมิตของการอินทิเกรตสำหรับการหาคาอินทิกรัลสองชั้น∫∫
R

f(x, y)dA โดยไมตองคำนวณคา เมื่อกำหนดใหพิจารณาบริเวณ R ในตัวอยาง 5.3.3 เปน

บริเวณชนิดที่ 1
∫∫
R

f(x, y)dA = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

8

Me
Rectangle



ตัวอยาง 5.3.6 จงเขียนอินทิกรัลสองชั้น
∫∫
R

f(x, y)dA ในลำดับการอินทิเกรตที่กำหนดให โดยไม

ตองคำนวณคา เมื่อกำหนดใหพิจารณาบริเวณ R ดังตอไปนี้

(1)

∫∫
R

f(x, y)dxdy = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∫∫
R

f(x, y)dydx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(2)

∫∫
R

f(x, y)dxdy = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∫∫
R

f(x, y)dydx = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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ตัวอยาง 5.3.7 จงหาปริมาตรของทรงตันที่ปดลอมดวยระนาบ 4x+ 2y + z = 10, y = 3x, z = 0

และระนาบ x = 0

ตัวอยาง 5.3.8 จงหาคาของอินทิกรัลสองชั้นตอไปนี้

(1)
∫ 3

0

∫ 9

x2

x3ey
3

dydx
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(2)
∫ 8

0

∫ 2

3
√
y

√
x4 + 1dxdy

5.4 พื้นที่ในรูปอินทิกรัลสองชั้น (Area by double integration)
พิจารณาทรงสามมิติที่ปดลอมดานบนดวยระนาบ z = f(x, y) = 1 และอยูเหนือบริเวณ R เรา
สามารถหาปริมาตรของทรงตันดังกลาวไดโดย

V =

∫∫
R

f(x, y)dA =

∫∫
R

1dA =

∫∫
R

dA

แต
V = ความสูง × พื้นที่ฐาน = 1× พื้นที่ฐาน

ดังนั้นพื้นที่ของบริเวณ R หาไดโดย

A =

∫∫
R

dA
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ตัวอยาง 5.4.1 จงใชอินทิกรัลสองชั้นคำนวณพื้นที่ของบริเวณดังรูปตอไปนี้
(1)

(2)

ตัวอยาง 5.4.2 จงใชอินทิกรัลสองชั้นคำนวณพื้นที่ของบริเวณ R ที่ปดลอมดวยเสนโคง y = lnx,
y = 2 lnx และ x = e ในควอแดนทที่ 1
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5.5 อินทิกรัลสองชั้นในพิกัดเชิงขั้ว
ในหัวขอนี้เราจะพิจารณาอินทิกรัลสองชั้นของ f(x, y) เหนือบริเวณ R ที่เปนบริเวณเชิงขั้ว โดยเรา
จะเริ่มพิจารณาจากบริเวณ R = {(r, θ)/g(θ) ≤ r ≤ f(θ), α ≤ θ ≤ β} ดังรูป

Figure 6: Region in polar coordinate

เราสามารถหาคาของ
∫∫
R

f(x, y)dA ไดโดยเริ่มตนจากการแบงชวงปด [C,D] ออกเปน m ชวง

เรียกแตละชวงวาชวงปด [ri−1, ri]; 1 ≤ i ≤ m, r0 = C, rm = D โดยที่แตละชวงกวาง △r =

D − C

m
เทาๆกัน จากนั้นแบงชวงปด [α, β] ออกเปน n ชวง เรียกแตละชวงวาชวงปด [θj−1, θj]; 1 ≤

j ≤ n, θ0 = α, θn = β โดยที่แตละชวงกวาง △θ =
β − α

n
ดังรูป

Figure 7: Breaking up the region into a mesh of radial lines and arcs

จากการแบงดังกลาวทำใหเราสามารถแบงบริเวณ R ออกเปนสี่เหลี่ยมผืนผาในเชิงขั้ว Rij หลายๆ
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รูปที่มีขนาดเทากัน จะเห็นวา Rij = {(r, θ)/ri−1 ≤ r ≤ ri, θj−1 ≤ θ ≤ θj} ให

r∗i =
1

2
(ri−1 + ri) และ θ∗j =

1

2
(θj−1 + θj)

จะเห็นวาจุด (r∗i , θ
∗
j ) จะเปนจุดบน Rij และถาให △Aij แทนพื้นที่ของ Rij เราจะไดวา

△Aij =
1

2
r2i△θ − 1

2
r2i−1△θ =

1

2
(r2i − r2i−1)△θ = r∗i△r△θ

ดังนั้น ∫∫
R

f(x, y)dA ≈ lim
i,j→∞

n∑
j=1

m∑
i=1

f(x∗
i , y

∗
j )△Aij

= lim
i,j→∞

n∑
j=1

m∑
i=1

f(r∗i cos θ∗j , r∗i sin θ∗j )r
∗
i△r△θ

=

∫ β

α

∫ f(θ)

g(θ)

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

นั่นคือถา f เปนฟงกชันตอเนื่องเหนือบริเวณเชิงขั้ว R = {(r, θ)/g(θ) ≤ r ≤ f(θ), α ≤ θ ≤ β}

แลว ∫∫
R

f(x, y)dA =

∫ β

α

∫ f(θ)

g(θ)

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

ตัวอยาง 5.5.1 จงเขียนลิมิตของการอินทิเกรตในการหาคาของ
∫∫
R

f(r, θ)dA เมื่อ R คือบริเวณ

ที่ีอยูภายในคารดออยด r = 1 + cos θ และภายนอกวงกลม r = 1
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ตัวอยาง 5.5.2 จงหาพื้นที่ของบริเวณที่ปดลอมดวยเสนโคงเลมนิสเคต r2 = 4 cos 2θ

ตัวอยาง 5.5.3 จงหาคาของ
∫∫
R

ex
2+y2dydx เมื่อ R คือบริเวณที่ีครึ่งวงกลมที่ปดลอมดวยแกน X

และเสนโคง y =
√
1− x2

ตัวอยาง 5.5.4 จงหาคาของ ∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

(x2 + y2)dydx
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ตัวอยาง 5.5.5 จงหาปริมาตรของทรงตันที่ปดลอมดานบนดวยพาราโบลอยด z = 9− x2 − y2 อยู
เหนือระนาบ XY และอยูในทรงกระบอก x2 + y2 = 1

ตัวอยาง 5.5.6 จงหาพื้นที่ของบริเวณ R บนระนาบ ที่ปดลอมดวยวงกลม x2 + y2 = 4 เสนตรง
y = 1 และเสนตรง y =

√
3x
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