
แบบฝกหัดสำหรับปลายภาค ชุดที่ 4
1. จุด (𝑟, 𝜃) = (2

√
2, 𝜋

4 ) ในระบบพิกัดเชิงขั้ว สามารถเขียนใหอยูใน ระบบพิกัดฉาก คือ

(𝑥, 𝑦) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. จุด (𝑥, 𝑦) = (
√

2, −
√

2) ในระบบพิกัดฉาก สามารถเขียนใหอยูในรูป ระบบพิกัดเชิงขั้ว
ที่ 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 คือ

(𝑟, 𝜃) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3. จงเขียนจุด 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−5, 0, 5
√

3) ใหอยูในระบบพิกัดตอไปนี้

3.1. พิกัดทรงกระบอก (𝑟, 𝜃, 𝑧) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.2. พิกัดทรงกลม (𝜌, 𝜃, 𝜙) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. กำหนดสมการ 𝑟 = 2 + cos 3𝜃
4.1. โดยการแทน 𝜃 ดวย −𝜃 จงแสดงวากราฟของสมการสมมาตรเทียบกับแกน 𝑋

4.2. จงหาคา 𝑟 = 2 + cos 3𝜃 เมื่อกำหนด 𝜃 ตามตารางตอไปนี้
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4.3. จงวาดกราฟของ 𝑟 = 2 + cos 3𝜃
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5. จงจับคูสมการใหตรงกับกราฟที่กำหนดใหตอไปนี้ โดยใหเติมอักษร 𝐴 − 𝐿 จงในชองวางใตกราฟ

𝐴. 𝑟 + 4 sin 𝜃 = 0

𝐵. 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2

𝐶. 𝑧 = 𝑟

𝐷. 𝑥2 + 𝑧2 = 3

𝐸. 𝑟 = 3 sin 2𝜃

𝐹 . 𝑟 = 4 cos 2𝜃

𝐺. 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1

𝐻. 𝜌 = 4 sec 𝜙

𝐼. 𝑦 − 𝑥 = 0

𝐽. 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 6

𝐾. 𝑟2 = 9 cos 4𝜃

𝐿. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑋
𝑌

𝑍

•
(0, 0, 4)

𝑋

𝑌

𝑍

𝑋

𝑌

𝑍

𝑋
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6. จงวาดกราฟของพื้นผิวกำลังสองตอไปนี้ โดยระบุตำแหนงรอยตัดใหชัดเจน
6.1. พื้นผิว 9𝑥2 + 4𝑦2 = 36 − 9𝑧2



𝑍

𝑌

𝑋

1

1

2

2

3

3−1−1

−2

−2

−3

−3

รอยตัดของพื้นผิวบนระนาบ 𝑍𝑌

มีกราฟเปนรูป . . . . . . . . . .

มีสมการคือ . . . . . . . . . . . .

6.2. พื้นผิว 𝑦 + 4 = 𝑥2 + 𝑧2

𝑍

𝑌

𝑋

1

1

2

2

3

3

4

4−1−1

−2

−2

−3

−3

−4

−4

รอยตัดของพื้นผิวบนระนาบ 𝑍𝑌

มีกราฟเปนรูป . . . . . . . . . .

มีสมการคือ . . . . . . . . . . . .

6.3. จงวาดรูป ทรงสามมิติที่ปดลอมดานลางดวยพื้นผิว 𝑦 + 4 = 𝑥2 + 𝑧2 และปดดานบนดวยพื้นผิว
9𝑥2 + 4𝑦2 = 36 − 9𝑧2

𝑍

𝑌

𝑋

1

1

2

2

3

3−1−1

−2

−2

−3

−3

รอยตัดของทรงสามมิติบนระนาบ 𝑦 = 0

มีกราฟเปนรูป . . . . . . . . . . . . . . .

มีสมการคือ . . . . . . . . . . . . . . . .

7. กำหนดอินทิกรัลจำกัดเขต 𝐼 = ∬
𝑅

sin(√𝑦)
𝑦 d𝐴 = ∫

1

0
∫

1

𝑥2

sin(√𝑦)
𝑦 d𝑦d𝑥

7.1. จงวาดรูปและแรเงาบริเวณ 𝑅 ที่สอดคลองกับอินทิกรัล 𝐼



𝑌

𝑋

7.2. จงหาคาของ 𝐼 = ∫
1

0
∫

1

𝑥2

sin(√𝑦)
𝑦 d𝑦d𝑥

8. 𝑌

𝑋

𝑦 = −(𝑥 + 1)2 + 4

3𝑦 = (𝑥 + 3)2

•
(1, 0)

•
(−3, 0)

𝑅 𝑅

กำหนดให 𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝐴 เมื่อ 𝑅

เปนบริเวณที่แรเงาดังรูป จงเขียน 𝐼 ในรูปของอินทิ
กรัลจำกัดเขตในลำดับการอินทิเกรตตอไปนี้
(ไมตองคำนวณคา)

𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑦d𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9.

𝑋 𝑌

𝑍

𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑧 − 3 = −√𝑥2 + 𝑦2 จงเขียนปริมาตรของทรงตันที่ปดลอมโดยระนาบ
𝑧 = 0 ทรงกระบอก 𝑥2 + 𝑦2 = 1 และพื้นผิว
𝑧 − 3 = −√𝑥2 + 𝑦2 ดังรูป ในรูปของอินทิ
กรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก
(ไมตองคำนวณคา)

𝑉 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



10. กำหนดพื้นที่ของบริเวณ 𝑅 ในรูปอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก พื้นที่ 𝑅 = ∬
𝑅

d𝐴 = ∫
√

2

1
∫

√4−𝑦2

𝑦
d𝑥d𝑦

10.1. จงวาดรูปและแรเงาบริเวณ 𝑅

𝑌

𝑋

10.2. จงเขียน พื้นที่ 𝑅 ในรูปอินทิกรัลสองชั้น ในระบบพิกัดเชิงขั้ว (ไมตองคำนวณคา)

พื้นที่ 𝑅 = ∬
𝑅

d𝐴 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

11.
𝑌

𝑋

𝐴

1

• (1, 1)
•(1

2,
√

3
2 )

•( 1√
2

,
√

3√
2

)

𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑥2 + 𝑦2 = 2 จงเขียนพื้นที่ 𝐴 ในรูปของอินทิกรัลจำกัดเขตใน
ระบบพิกัดเชิงขั้ว (ไมตองคำนวณคา)

พื้นที่ 𝐴 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

12. จงใชอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้วคำนวณพื้นที่ที่แรเงา



𝑌

𝑋

𝑦 = 1

𝑟 = 2 sin 𝜃

13. กำหนดอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว

𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑟, 𝜃) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = ∫
𝜋/2

𝜋/3
∫

1

2 cos 𝜃
𝑓(𝑟, 𝜃) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

13.1. จงวาดรูปและแรเงาบริเวณ 𝑅 ที่สอดคลองกับอินทิกรัล 𝐼

𝑌

𝑋

13.2. จงเขียน 𝐼 ในรูปอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก ในลำดับการอินทิเกรตที่กำหนดให
(โดยไมตองคำนวณคา)

𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

14. จงเขียนปริมาตรของทรงตัน 𝐸 ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดฉาก (ไมตองคำนวณคา) เมื่อ 𝐸 คือทรง
ตันที่กำหนดใหตอไปนี้

14.1. 𝐸 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยระนาบ 𝑧 = 𝑥 − 𝑦 ระนาบ 𝑥 = 5 ระนาบ 𝑦 = 0 และระนาบ 𝑧 = 0
ดังรูป



𝑋

𝑌

𝑍

𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑥 = 5

𝐸

ปริมาตร 𝐸= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

14.2. 𝐸 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยพื้นผิวกรวย 𝑦 = √𝑥2 + 𝑧2 และกรวย 𝑦 = 4 − √𝑥2 + 𝑧2 ดังรูป

𝑋

𝑌

𝑍

𝑦 = 4 − √𝑥2 + 𝑧2
𝑦 = √𝑥2 + 𝑧2

𝐸
•

(0, 4, 0)

ปริมาตร 𝐸= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

15. กำหนดอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดฉาก 𝐼 = ∫
2

−2
∫

√4−𝑦2

0
∫

4

𝑦2+𝑧2
𝑓𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦

15.1. จงเขียนกราฟของทรงตัน 𝐸 ที่สอดคลองกับ 𝐼



𝑍

𝑌

𝑋

15.2. จงเขียน 𝐼 ในลำดับการอินทิเกรตดังตอไปนี้

∭
𝐸

𝑓 𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∭
𝐸

𝑓 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

16. จงหาคาของ ∭
𝐸

cos(𝑒𝑥) 𝑑𝑉 เมื่อ 𝐸 คือทรงตันดังรูป 𝑋

𝑌

𝑍

𝑦 = e𝑥

𝑥 = 3

𝐸

•(0, 0, 3)

•(3, 0, 0)

17. กำหนดอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดฉาก

𝐼 = ∭
𝐸

𝑓 𝑑𝑉 = ∫
4

0
∫

2− 𝑥
2

0
∫

2− 𝑥
2 −𝑦

0
𝑓 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥

17.1. จงวาดภาพฉายของทรงตัน 𝐸 บนระนาบ 𝑋𝑌



𝑌

𝑋

17.2. จงเขียน 𝐼 ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกระบอก (ไมตองคำนวณคา)

𝐼= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

18. กำหนดปริมาตรของทรงตัน 𝐸 ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกลม

ปริมาตร 𝐸 = ∫
3𝜋
4

𝜋
4

∫
𝜋
2

0
∫

3

0
𝜌2 sin 𝜙 d𝜌d𝜙d𝜃

จงเขียนปริมาตร 𝐸 ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกระบอก

ปริมาตร 𝐸 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

19. จงเขียน ∭
𝐸

(𝑥𝑦) 𝑑𝑉 ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกระบอก หรือระบบพิกัดทรงกลม (ที่เห็นวา

เหมาะสม) เมื่อ คือทรงตันที่กำหนดใหตอไปนี้
19.1. 𝐸 คือทรงตันที่ปดลอมดวยพื้นผิวกรวย 𝑧 = 5 − √𝑥2 + 𝑦2 กรวย 𝑧 = 5 − √5𝑥2 + 5𝑦2 และ

ระนาบ 𝑧 = 0 ดังรูป

𝑋 𝑌

𝑍

𝑧 = 5 − √5𝑥2 + 5𝑦2

𝑧 = 5 − √𝑥2 + 𝑦2



∭
𝐸

(𝑥𝑦) 𝑑𝑉 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

19.2. 𝐸 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยครึ่งทรงกลม 𝑧 = √16 − 𝑥2 − 𝑦2 ครึ่งทรงกลม 𝑧 = √4 − 𝑥2 − (𝑦 − 2)2

และระนาบ 𝑧 = 0 ดังรูป

𝑋

𝑌

𝑍

𝑧 = √4 − 𝑥2 − (𝑦 − 2)2

𝑧 = √16 − 𝑥2 − 𝑦2

∭
𝐸

(𝑥𝑦) 𝑑𝑉 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


