
แบบฝกหัดสำหรับปลายภาค ชุดที่ 2
1. กำหนดฟงกชันในรูปเชิงขั้ว 𝑟 = 2 + 2 sin(2𝜃)

1.1. จงแสดงวากราฟของ 𝑟 = 2 + 2 sin(2𝜃) ไมสมมาตร กับแกน 𝑦 โดยแทน 𝜃 ดวย 𝜋 − 𝜃
1.2. จงแสดงวากราฟของ 𝑟 = 2 + 2 sin(2𝜃) สมมาตร กับจุดกำเนิดโดยแทน 𝜃 ดวย 𝜋 + 𝜃
1.3. กำหนดขอมูลในตารางของกราฟ 𝑟 = 2 + 2 sin(2𝜃)
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และกำหนดกราฟในชวง [3𝜋
4 , 5𝜋

4 ] ดังรูป จงวาดกราฟในชวง [𝜋4 , 3𝜋
4 ] โดยใชขอมูลจากตารางที่กำหนด

ให จากนั้นใหใชการสมมาตรกับจุดกำเนิดวาดกราฟทั้งหมดของ 𝑟 = 2 + 2 sin(2𝜃) ในชวง [0, 2𝜋]
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2. จงเขียนจุด 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−3
2,

√
3

2 , 1) ในพิกัดฉากใหอยูในพิกัดที่กำหนด

2.1. พิกัดทรงกระบอก 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑧) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.2. พิกัดทรงกลม 𝑃(𝜌, 𝜙, 𝜃) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



3. กำหนดสมการใน 3 มิติ ใหเลือกสมการในขอ 𝐴 − 𝐻 ที่มีรูปเหมือนกันกับสมการในขอ ก.- ง. มาเติมในชอง
วางที่เวนไว และวาดกราฟของขอ ก. และ ข.

เลือก 𝐴 − 𝐻

ก. 𝑧 = √3𝑥2 + 3𝑦2

ข. 𝑥 =
√

3 𝑦

ค. 𝜌 = 2

ง. 𝑥2 + 𝑦2 = 4

𝐴. 𝜙 = 𝜋/6

𝐵. 𝜙 = 𝜋/3

𝐶. 𝜃 = 𝜋/6

𝐷. 𝜃 = 𝜋/3

𝐸. 𝑟2 + 𝑧2 = 4

𝐹. 𝑟2 + 𝑧2 = 2

𝐺. 𝜌 sin 𝜙 = 4

𝐻. 𝜌2 sin2 𝜙 = 4

กราฟของขอ ก. กราฟของขอ ข.
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4. กำหนดอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก

𝐻 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝐴 = ∫
1

0
∫

1

√𝑦
𝑦 cos(𝜋𝑥5

2 ) d𝑥d𝑦

4.1. จงวาดรูปและแรเงาบริเวณ 𝑅 ที่สอดคลองกับ 𝐻 (ระบุจุดตัดใหชัดเจน)
𝑌

𝑋

4.2. จงหาคาของ 𝐻 = ∫
1

0
∫

1

√𝑦
𝑦 cos(𝜋𝑥5

2 ) d𝑥d𝑦



5. กำหนดให 𝑅 เปนบริเวณที่แรเงาดังรูป จงใชอินทิกรัลสองชั้นคำนวณหาพื้นที่ 𝑅
𝑌

𝑋

𝑦 = 𝑥2

𝑦 = 2𝑥

𝑦 = −(𝑥 + 1)2 − 2

𝑥 = 1𝑅

(1, 1)

(−1, −2)

(1, −6)

6. กำหนดให 𝐸 เปนทรงตันที่ปดลอมดานบนดวยระนาบ 𝑧 = −𝑥 + 5 ดานลางดวยระนาบ 𝑧 = 0 ปดลอม
ดวยทรงกระบอก 𝑥2 + 𝑦2 = 1 และ ทรงกระบอก 𝑥2 + 𝑦2 = 4 ดังรูปที่ 1

𝑋 𝑌

𝑍
𝑧 = −𝑥 + 5

𝑥2 + 𝑦2 = 1
𝑥2 + 𝑦2 = 4

𝐸

𝑋

𝑌

𝑍

𝑧 = −𝑥 + 5

𝑥2 + 𝑦2 = 1
𝑥2 + 𝑦2 = 4 𝐺

รูปที่ 1 รูปที่ 2

6.1. จงเขียนปริมาตรของทรงตัน 𝐸 ในรูปของ อินทิกรัลสองชั้นในพิกัดเชิงขั้ว โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร 𝐸 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



6.2. ให 𝐺 เปนสวนของทรงตัน 𝐸 ในออกแทนตที่ 2 (𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0)ดังรูปที่ 2 จงเขียนปริมาตร
ของ 𝐺 ในรูปของ อินทิกรัลสองชั้นในพิกัดฉาก โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร 𝐸 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7. กำหนดบริเวณ 𝐴 และ 𝐵 ดังรูป

𝑌

𝑋
(−2, 0) (2, 0)

(0, 1)

𝑟 = 2 − sin 𝜃

𝑟 = 1 − cos 𝜃
𝐴

𝐵

7.1. จงเขียนพื้นที่ 𝐴 ในรูปของอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว
โดยไมตองคำนวณคา

𝐴 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7.2 จง คำนวณ หาพื้นที่ 𝐵 โดยใชอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว

8. กำหนดให 𝑅 เปนบริเวณในปริภูมิสองมิติ ที่มีพื้นที่ 𝐴 ตารางหนวย โดยที่

𝐴 = ∫
1/(2

√
2)

0
∫

√(1/4)−𝑦2

𝑦
d𝑥d𝑦 + ∫

1/
√

2

0
∫

√4−𝑦2

√1−𝑦2
d𝑥d𝑦 + ∫

√
2

1/
√

2
∫

√4−𝑦2

𝑦
d𝑥d𝑦

8.1. จงวาดรูปและแรเงาบริเวณ 𝑅

𝑌

𝑋



8.2. จงเขียน 𝐴 ในรูปของอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว โดยไมตองคำนวณคา

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9. จงเขียนอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดฉาก ∭
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 เมื่อ 𝐺 เปนทรงตันที่กำหนดใหดังรูป ใน

ลำดับการอินทิเกรตที่กำหนดให โดยไมตองคำนวณคา
9.1. 𝐺 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยพื้นผิวทรงกลม 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 25 ระนาบ 𝑦 = 2𝑥 ระนาบ 𝑧 = 0

และระบาบ 𝑥 = 0

𝑋
𝑌

𝑍

𝐺𝑦 = 2𝑥

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 25

∭
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧d𝑦d𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9.2. 𝐺 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยระนาบ 3𝑥+2𝑦 +𝑧 = 6 ระนาบ 𝑧 = 0 ระนาบ 𝑦 = 0 และระนาบ
𝑥 = 0

𝑋 𝑌

𝑍

𝐺

3𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 6

•
(2, 0, 0)

•
(0, 3, 0)

•(0, 0, 6)

∭
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑦d𝑥d𝑧 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



9.3. 𝐺 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยระนาบ 𝑦 = 0 พื้นผิวพาราโบลอยด 𝑥 = 2𝑦2 + 2𝑧2 และ
𝑥 = 27 − 𝑦2 − 𝑧2

𝑋

𝑌

𝑍

𝐺𝑥 = 27 − 𝑦2 − 𝑧2

𝑥 = 2𝑦2 + 2𝑧2

•
(18, 0, 3)

•
(18, 0, −3)

∭
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥d𝑧d𝑦 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

10. กำหนดให 𝐸 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยระนาบ 𝑧 = 7
3𝑥 ระนาบ 𝑦 = 5

3𝑥 ระนาบ 𝑦 = 5 และระนาบ
𝑧 = 0 มีจุดยอดอยูที่จุด (0, 0, 0), (0, 5, 0), (3, 5, 0) และ (3, 5, 7) ดังรูป จงใช อินทิกรัลสามชั้นใน
ระบบพิกัดฉาก คำนวณปริมาตรของ 𝐸

𝑋

𝑌𝑍

𝐸

𝑦 = 5
3𝑥

𝑧 = 7
3𝑥

•
(0, 5, 0)

•
(3, 5, 7)

•
(3, 5, 0)

11. กำหนดอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดฉาก

𝐼 = ∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 = ∫
3

−3
∫

√
9−𝑥2

−
√

9−𝑥2
∫

3−√𝑥2+𝑦2

0
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧d𝑦d𝑥

11.1. จงเขียนกราฟของทรงตัน 𝐸 ที่สอดคลองกับ 𝐼 (ระบุจุดตัดใหชัดเจน)



𝑍

𝑌

𝑋

11.2. จงเขียน 𝐼 ในลำดับการอินทิเกรตตอไปนี้ โดยไมตองคำนวณคา

𝐼 = ∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑦d𝑧d𝑥 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

12. กำหนดอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกระบอก 𝐻 = ∫
2𝜋

0
∫

2

0
∫

𝑟

−𝑟
𝑒𝑟2𝑟 d𝑧d𝑟d𝜃

จงเขียน 𝐻 ในระบบพิกัดตอไปนี้ โดยไมตองคำนวณคา
12.1. ระบบพิกัดฉาก

𝐻 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
12.2. ระบบพิกัดทรงกลม

𝐻 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

13. กำหนดให 𝐸 เปนทรงตันที่ดานบนปดลอมดวยระนาบ 𝑧 = 3 ดานลางดวยระนาบ 𝑧 = 0 อยูภายในทรง
กระบอก 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1 และอยูภายนอกทรงกระบอก 𝑥2 + 𝑦2 = 2 ดังรูป

𝑋
𝑌

𝑍

𝐸

𝑧 = 3

𝑥2 + 𝑦2 = 2 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1

จงเขียนปริมาตรของ 𝐸 ในรูปของอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกระบอก โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร 𝐸 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



14. กำหนดให 𝐸 เปนทรงตันที่ถูกปดลอมดวยพื้นผิวกรวย 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 พื้นผิวทรงกลม 𝑥2 +𝑦2 +𝑧2 = 4
และระนาบ 𝑧 = 0 ดังรูป

𝑋 𝑌

𝑍

𝐸

𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4

จงเขียนอินทิกรัลสามชั้น 𝐼 = ∭
𝐸

𝑧√𝑥2 + 𝑦2 d𝑉 ในระบบพิกัดตอไปนี้ โดยไมตองคำนวณคา

14.1. พิกัดกระบอก

𝐼 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
14.2. พิกัดทรงกลม

𝐼 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


