
แบบฝกหัดสำหรับปลายภาค ชุดที่ 1
1. จงเขียนจุด (𝑥, 𝑦) = (−3, 3

√
3) ในระบบพิกัดเชิงขั้ว (𝑟, 𝜃) โดยกำหนดให 𝑟 < 0 และ −𝜋

2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2

(𝑟, 𝜃) =

2. จงเขียนจุด 𝑃 = (3, 7𝜋
6 , −3) ในพิกัดทรงกระบอก ใหอยูในรูปของจุดในระบบพิกัดตอไปนี้

2.1. พิกัดฉาก 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2.2. พิกัดทรงกลม 𝑃(𝜌, 𝜙, 𝜃) =

3. กำหนดสมการ 𝑟 = 5 sin(3𝜃)
3.1. จงแสดงวากราฟของสมการ 𝑟 = 5 sin(3𝜃) สมมาตรเทียบกับแกน 𝑌
3.2. จงหาคา 𝑟 เมื่อกำหนด 𝜃 ดังตอไปนี้
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3.3. จงวาดกราฟของ 𝑟 = 5 sin(3𝜃)



4. กำหนดสมการพื้นผิว 𝑧 = √(𝑥 − 2)2 + 𝑦2

4.1. จงวาดรูปรอยตัดของพื้นผิว 𝑧 = √(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 บนระนาบตอไปนี้
บนระนาบ 𝑋𝑍 บนระนาบ 𝑌 𝑍

𝑍

𝑋

𝑍

𝑌

บนระนาบ 𝑋𝑌 บนระนาบ 𝑧 = 1
𝑌

𝑋

𝑌

𝑋

4.2. จงวาดพื้นผิว 𝑧 = √(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 ในปริภูมิ 3 มิติ
𝑍

𝑌

𝑋



5. จงจับคูสมการใหตรงกับกราฟ ที่กำหนดใหตอไปนี้ (โดยเติมแตอักษร 𝐴 − 𝐽 ลงในชองวาง)

𝐴. 𝑟 = 2 + 2 sin 𝜃

𝐵. 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1

𝐶. 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = −2

𝐷. 𝑟 = 2 − 3 sin 𝜃

𝐸. 𝜙 = 𝜋
4

𝐹 . 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 1 = 0

𝐺. 𝑦2 + 𝑧2 = 4

𝐻. 𝜌 = 4

𝐼. 𝑟 = 4 cos 𝜃

𝐽. 𝑟 = 1 + cos 2𝜃

𝐾. 𝑟 = 𝜌 cos 𝜙

𝐿. 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃



6. กำหนดให 𝑅 เปนบริเวณที่แรเงาดังรูป

จงเขียน∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝐴 ในลำดับการอินทิเกรตตอไปนี้ (โดยไมตองคำนวณคา)

𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥d𝑦 =

𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑦d𝑥 =

7. จงเขียนปริมาตรของทรงตัน 𝐸 ที่ปดลอมดวยพื้นผิว 2𝑥−𝑦 + 𝑧 = 6, ระนาบ 𝑥 = 0, ระนาบ 𝑦 = 0 และ
ระนาบ 𝑧 = 0 ดังรูป ในรูปของอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก (โดยไมตองคำนวณคา)

ปริมาตร 𝐸 =



8. กำหนดอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก

𝐼 = ∬
𝑅

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝐴 = ∫
4

0
∫

2𝑦

𝑦/2
cos(𝑥2)d𝑥d𝑦

8.1. จงวาดรูปและแรเงาบริเวณ 𝑅 ที่สอดคลองกับ 𝐼 (ระบุจุดตัดใหชัดเจน)
𝑌

𝑋

8.2. จงหาคาของ ∫
4

0
∫

2𝑦

𝑦/2
cos(𝑥2)d𝑥d𝑦

9. กำหนดบริเวณ 𝐴 เปนบริเวณที่แรเงาดังรูป

จงหาพื้นที่ 𝐴 (sin(2𝐴) = 2 sin 𝐴 cos 𝐴, sin2 𝐴 = 1 − cos(2𝐴)
2 และ cos2 𝐴 = 1 + cos(2𝐴)

2 )

10. กำหนดใหอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก

𝐼 = ∫
√

3

0
∫

3

√
3𝑥

𝑒𝑥+𝑦d𝑦d𝑥

จงเขียน 𝐼 ในรูปอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว (โดยไมตองคำนวณคา)

𝐼 =



11. กำหนดให 𝑅 เปนบริเวณที่แรเงาดังรูป

จงเขียนพื้นที่ของ 𝑅 ในระบบพิกัดตอไปนี้ (โดยไมตองคำนวณคา)
11.1. ระบบพิกัดฉาก 𝑅 =

11.2. ระบบพิกัดเชิงขั้ว 𝑅 =

12. กำหนดใหอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว 𝐼 = ∫
𝜋

0
∫

4 sin 𝜃

0
𝑟3 sin(𝑟2)d𝑟d𝜃

จงเขียน 𝐼 ในรูปอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก (โดยไมตองคำนวณคา)

𝐼 =

13. กำหนดให 𝐸 เปนทรงตันที่ปดลอมดวยพื้นผิวไฮเปอรโบลอยดแยกสวน 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1 และพื้นผิวทรง
กระบอก 𝑥2 + 𝑦2 = 9 ดังรูป

จงเขียน ∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 ในลำดับที่กำหนดใหตอไปนี้ (โดยไมตองคำนวณคา)

∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧d𝑦d𝑥 =



14. กำหนดทรงตัน 𝐸 เปนดังรูป

จงเขียน ∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 ในลำดับที่กำหนดใหตอไปนี้ (โดยไมตองคำนวณคา)

∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥d𝑧d𝑦 =

∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑦d𝑧d𝑥 =

15. กำหนดอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดฉาก

𝐼 = ∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 = ∫
2

0
∫

−𝑥2

−4
∫

−𝑦

0
f(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧d𝑦d𝑥

15.1. จงเขียนกราฟของทรงตัน 𝐸 ที่สอดคลองกับ 𝐼
𝑍

𝑌

𝑋

15.2. จงเขียน 𝐼 ในลำดับการอินทิเกรตตอไปนี้
𝐼 = ∭

𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑧d𝑥d𝑦 =

𝐼 = ∭
𝐸

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑥d𝑧d𝑦 =

16. จงหาคาของ ∫
3

1
∫

1/𝑥

0
∫

arcsin(𝑥2)

0
3𝑥 cos(𝑦) d𝑦d𝑧d𝑥



17. กำหนดใหปริมาตรของทรงตันในระบบพิกัดทรงกระบอก 𝑉 = ∫
2𝜋

0
∫

4

0
∫

0

−𝑟
𝑟 d𝑧d𝑟d𝜃 จงเขียน 𝑉 ใน

รูปของอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดตอไปนี้ (โดยไมตองคำนวณคา)
17.1. ระบบพิกัดฉาก

𝑉 =

17.2. ระบบพิกัดทรงกลม

𝑉 =

18. กำหนดให 𝐸 เปนทรงตันที่อยูภายในกรวย 𝑧 = 6 − √𝑥2 + 𝑦2 และอยูภายนอกกรวย 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2

และปดดานลางดวยระนาบ XY ดังรูป

จงเขียนอินทิกรัลสามชั้น 𝐼 = ∭
𝐸

(𝑥2 + 𝑦2) d𝑉 ในระบบพิกัดที่กำหนดให (โดยไมตองคำนวณคา)

18.1. พิกัดทรงกลม 𝐼 =
18.2. พิกัดทรงกระบอก 𝐼 =

19. กำหนดให 𝐸 เปนทรงตันที่ปดดานนอกดวยพื้นผิว 𝑧 + 𝑟2 = 9 และปดดานในดวยพื้นผิวทรงกระบอก
𝑟 = 2 และปดดานลางดวยระนาบ 𝑋𝑌

19.1. จงเขียนภาพฉายของทรงตัน 𝐸 บนระนาบ
𝑋𝑌 พรอมทั้งบอกจุดตัดใหชัดเจน

𝑌

𝑋

19.2. จงเขียนอินทิกรัลสามชั้น 𝐼 = ∭
𝐸

𝑧 d𝑉

โดยใชพิกัดฉาก หรือ พิกัดทรงกระบอก หรือ พิกัดทรงกลม ตามความเหมาะสม (โดยไมตองคำนวณคา)

𝐼 =


