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1. ชื่อหัวข้อ :

(ไทย) จำนวนครอบงำของบางกราฟ
(อังกฤษ) Domination number of some graphs
เนื้อหาแปลและเรียบเรียงจาก : Sugumaran A., and Jayachandran E., Domination number of some
graphs, IJSDR, 2018; 3: 386-391.

2. เนื้อหา :

2.1. บทนำ

กราฟทั้งหมดที่นำมาพิจารณาเป็นกราฟจำกัด ไม่ระบุทิศทาง ไม่มี วงวน และไม่มี เส้นซ้อน กราฟ
(graph) G ประกอบด้วยคู่อันดับ (V,E) ที่ V เป็นเซตจำกัดที่ไม่ใช่เซตว่าง เรียกสมาชิกของเซต V ว่า จุด
(vertex) และ E เป็นเซตของคู่ไม่อันดับของสมาชิกที่แตกต่างกันของเซต V เรียกสมาชิกของเซต E ว่า เส้น
(edge) ระดับขั้น (degree) ของจุดในกราฟคือจำนวนเส้นที่ตกกระทบกับจุด เขียนแทนด้วย deg(v) การนับการ
ตกกระทบของวงวนจะนับสองครั้ง เรียกจุด v ∈ G ว่า จุดแบบเพนแดนต์ (pendant vertex) หรือ จุดปลาย
(end vertex) ของกราฟ G ถ้า deg(v) = 1 เส้นในกราฟจะเป็น เส้นแบบเพนแดนต์ (pendant) เมื่อจุดใดจุด
หนึ่งของเส้นนั้นเป็นจุดแบบเพนแดนต์ สำหรับคำศัพท์ในทฤษฎีกราฟอ้างอิงมาจาก Chartrand and Lesniak
[4]

การศึกษาเกี่ยวกับเซตครอบงำในทฤษฎีกราฟเริ่มขึ้นเมื่อประมาณปี ค.ศ. 1960 จาก Hedetneimi
และ Laskar [8] การศึกษาปัญหาเกี่ยวกับการครอบงำมีมาตั้งแต่ช่วงปี ค.ศ. 1950-1959 เป็นต้นมา แต่การวิจัย
เรื่องการครอบงำมีอัตราการเพิ่มขึ้นอย่างมีนัยสำคัญในช่วงกลางปี ค.ศ. 1970-1979 ในปี ค.ศ. 1958 Berge
[1] ได้นิยามแนวคิดของจำนวนครอบงำของกราฟ เรียกว่า ค่าสัมประสิทธิ์ของเสถียรภาพภายนอก (coefficient
of external stability) Ore [9] ใช้ชื่อ “เซตครอบงำ” (dominating set) และ “จำนวนครอบงำ” (domina
tion number) สำหรับแนวคิดเดียวกัน ในปี ค.ศ. 1977 Cockayane และ Hedetneimi [5] [7] และ [8] ได้
ทำการสำรวจผลลัพธ์เกี่ยวกับเซตครอบงำของกราฟอย่างครอบคลุมและน่าสนใจ พวกเขาแทนจำนวนครอบงำ
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ของกราฟด้วยสัญลักษณ์ γ(G) ซึ่งกลายมาเป็นที่นิยมตั้งแต่นั้นเป็นต้นมา [3]
ในบทความนี้ เราจะพิจารณาเซตครอบงำและจำนวนครอบงำของกราฟบางประเภท ได้แก่ กราฟต้น

กล้วย B(m,n) กราฟต้นมะพร้าว CT (m,n) และกราฟประทัด F (m,n)

2.2. ความรู้พื้นฐาน

บทนิยาม 2.2.1 กราฟ (graph) G ประกอบด้วยคู่อันดับ (V,E) ที่ V เป็นเซตจำกัดที่ไม่ใช่เซตว่าง เรียก
สมาชิกของเซต V ว่า จุด (vertex) และ E เป็นเซตของคู่ไม่อันดับของสมาชิกที่แตกต่างกันของเซต V เรียก
สมาชิกของเซต E ว่า เส้น (edge)

บทนิยาม 2.2.2 ระดับขั้น (degree) ของจุดในกราฟคือจำนวนเส้นที่ตกกระทบกับจุด เขียนแทนด้วย deg(v)

บทนิยาม 2.2.3 เรียกจุด v ∈ G ว่า จุดแบบเพนแดนต์ (pendant vertex) หรือ จุดปลาย (end vertex)
ของกราฟ G ถ้า deg(v) = 1 เส้นในกราฟจะเป็น เส้นแบบเพนแดนต์ (pendant) เมื่อจุดใดจุดหนึ่งของเส้นนั้น
เป็นจุดแบบเพนแดนต์

บทนิยาม 2.2.4 [2], [10] เรียกเซต D ของจุดในกราฟ G = (V,E) ว่า เซตครอบงำ (dominating set)
ของกราฟ G ถ้าแต่ละจุดใน V −D ประชิดกับจุดบางจุดใน D สำหรับ u, v ∈ V จุด u จะถูกครอบงำโดยจุด
v เมื่อจุด u ประชิดกับจุด v จำนวนครอบงำ (domination number) γ(G) ของกราฟ G คือจำนวนสมาชิกที่
น้อยที่สุดของเซตครอบงำของกราฟ G

ตัวอย่าง 2.2.5 พิจารณากราฟ G เซตครอบงำเซตหนึ่งคือ D = {1} และจำนวนครอบงำคือ γ(G) = 1

รูปภาพ 1: กราฟ G
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บทนิยาม 2.2.6 กราฟวิถี (path graph) Pn คือกราฟที่ประกอบด้วย V (Pn) = {u1, u2, u3, ..., un} และ
E(Pn) = {{u1, u2}{u2, u3}{u3, u4}, ..., {un−1, un}} โดยที่ n ∈ N

ตัวอย่าง 2.2.7 ตัวอย่างกราฟวิถี P5

รูปภาพ 2: กราฟวิถี P5

บทนิยาม 2.2.8 [12] จุดเอกเทศ (isolated vertex) คือจุดที่มีระดับขั้นเป็น 0

บทนิยาม 2.2.9 [11] กราฟว่าง (empty graph) คือกราฟที่ประกอบด้วยจุดเอกเทศและไม่มีเส้น

บทนิยาม 2.2.10 [11] ให้ G เป็นกราฟ จะเรียก G ว่า กราฟสองส่วน (bipartite graph) ถ้า V (G) สามารถ
ถูกแบ่ง (partition) ออกเป็น V1 และ V2 (นั่นคือ V1 ̸= ∅ V2 ̸= ∅ V1 ∪ V2 = V (G) และ V1 ∩ V2 = ∅)
โดยที่ทุกเส้นของ G จะมีปลายข้างหนึ่งตกกระทบกับจุดใน V1 และปลายอีกข้างหนึ่งตกกระทบกับจุดใน V2 ใช้
สัญลักษณ์ G(V1, V2) แทนกราฟสองส่วน

บทนิยาม 2.2.11 [11] ถ้า G(V1, V2) เป็นกราฟสองส่วน ซึ่งแต่ละจุดใน V1 มีเส้นเชื่อมกับทุกจุดใน V2 แล้ว
จะเรียก G(V1, V2) ว่า กราฟสองส่วนบริบูรณ์ (complete bipartite graph)

ตัวอย่าง 2.2.12 ตัวอย่างกราฟสองส่วนและกราฟสองส่วนบริบูรณ์

รูปภาพ 3: กราฟสองส่วน G1 โดยที่ V1(G1) = {1, 2, 3} และ V2(G1) = {4, 5}
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รูปภาพ 4: กราฟสองส่วนบริบูรณ์ G2 โดยที่ V1(G2) = {a, b, c} และ V2(G2) = {d, e}

รูปภาพ 5: กราฟสองส่วนบริบูรณ์ G3 โดยที่ V1(G3) = {A} และ V2(G3) = {B,C,D,E}

บทนิยาม 2.2.13 [11] เรียกกราฟที่มีจุด 1 จุดและไม่มีเส้น หรือกราฟสองส่วนบริบูรณ์ซึ่ง |V1| = 1 หรือ
|V2| = 1 ว่า กราฟดาว (star graph) และเรียกจุดในเซตที่มีขนาดเป็น 1 ว่า จุดศูนย์กลาง (central vertex)

ตัวอย่าง 2.2.14 ตัวอย่างกราฟดาว

รูปภาพ 6: กราฟดาวที่มีจุดศูนย์กลางคือ v1

บทนิยาม 2.2.15 กราฟประทัด (firecracker graph) F (m,n) เกิดจากกราฟดาว n จุด จำนวน m กราฟ
เชื่อมต่อกันด้วยการเชื่อมจุดแบบเพนแดนต์สองจุดเข้าด้วยกัน โดยที่ m ≥ 1 และ n ≥ 2
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ตัวอย่าง 2.2.16 ตัวอย่างกราฟประทัด F (2, 4) และ F (3, 4)

รูปภาพ 7: กราฟประทัด F (2, 4)

รูปภาพ 8: กราฟประทัด F (3, 4)

บทนิยาม 2.2.17 กราฟต้นกล้วย (banana tree graph) B(m,n) เกิดจากการเชื่อมจุดระดับขั้น 0 หรือจุด
แบบเพนแดนต์หนึ่งจุด จากแต่ละกราฟดาว n จุด จำนวน m กราฟ กับจุดยอดใหม่หนึ่งจุด กำหนดให้เป็นราก
เดี่ยว b โดยที่ m ≥ 1 และ n ≥ 1
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ตัวอย่าง 2.2.18 ตัวอย่างกราฟต้นกล้วย B(2, 5) และ B(3, 4)

รูปภาพ 9: กราฟต้นกล้วย B(2, 5)

รูปภาพ 10: กราฟต้นกล้วย B(3, 4)

บทนิยาม 2.2.19 กราฟต้นมะพร้าว (coconut tree graph) CT (m,n) เกิดจากการเชื่อมจุดปลายจุดหนึ่ง
ของกราฟวิถี Pm เข้ากับจุดยอดระดับขั้น 0 จำนวน n จุด โดยที่ m ≥ 1 และ n ≥ 1
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ตัวอย่าง 2.2.20 ตัวอย่างกราฟต้นมะพร้าว CT (6, 7)

รูปภาพ 11: กราฟต้นมะพร้าว CT (6, 7)

บทนิยาม 2.2.21 ฟังก์ชันพื้น (floor function) ของจำนวนจริง x คือจำนวนเต็มที่มากที่สุดที่น้อยกว่าหรือ
เท่ากับ x เขียนแทนด้วย ⌊x⌋

บทนิยาม 2.2.22 ฟังก์ชันเพดาน (ceiling function) ของจำนวนจริง x คือจำนวนเต็มที่น้อยที่สุดที่มากกว่า
หรือน้อยกว่า x เขียนแทนด้วย ⌈x⌉

บทตั้ง 2.2.23 สำหรับจำนวนจริง x ใด ๆ จะได้ว่า ⌈x+ a⌉ = ⌈x⌉+ a เมื่อ a เป็นจำนวนเต็ม

บทตั้ง 2.2.24 [6] จำนวนครอบงำของกราฟวิถี Pn คือ γ(Pn) =

⌈
n

3

⌉
สำหรับ n ≥ 1

2.3. ผลการศึกษา

ทฤษฎีบท 2.3.1 จำนวนครอบงำของกราฟประทัด F (m,n) คือ γ(F (m,n)) = m เมื่อm ≥ 1 และ n ≥ 2

บทพิสูจน์ : ให้ G ∼= F (m,n) เป็นกราฟประทัด จากบทนิยามของกราฟประทัด กราฟ G มาจากกราฟดาว n

จุด จำนวน m กราฟ เชื่อมต่อกันด้วยการเชื่อมจุดแบบเพนแดนต์สองจุดเข้าด้วยกัน จะได้ว่า G มีจุด mn จุด
และเส้น mn− 1 เส้น

พิจารณาเซตของจุดศูนย์กลางทั้งหมดในกราฟดาวทุกกราฟ เซตนั้นจะครอบงำจุดอื่น ๆ ทั้งหมดใน
กราฟ G ดังนั้นจะได้เซตครอบงำเซตหนึ่งของกราฟ G คือเซตของจุดศูนย์กลางทั้งหมดใน G ซึ่งมีจำนวนสมาชิก
ทั้งหมด m ตัว
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สมมติให้มีเซตครอบงำของ G มี m− 1 จุด และมองว่าจุดในกราฟถูกแบ่งออกเป็น m ส่วน โดยแต่ละ
ส่วนจะประกอบด้วยจุดทั้งหมดของกราฟดาวหนึ่งกราฟ แต่ละส่วนจะมีจำนวนจุดในเซตครอบงำเฉลี่ย m− 1

m

จุด แสดงว่าจะมีส่วนที่มีจุดในเซตครอบงำไม่เกิน m− 1

m
จุด นั่นคือมี 0 จุด ทำให้จุดในส่วนนั้นไม่อยู่ในเซต

ครอบงำ นั่นคือจุดศูนย์กลางในส่วนนั้นจะไม่ถูกครอบงำ เกิดการขัดแย้ง ดังนั้นจะได้เซตครอบงำที่เล็กที่สุดของ
กราฟ G จะมีสมาชิกทั้งหมด m ตัว และจำนวนครอบงำของกราฟ G คือ m นั่นคือ γ(G) = m

ตัวอย่าง 2.3.2 จำนวนครอบงำของกราฟประทัด F (2, 4) และ F (3, 4) และตัวอย่างของเซตครอบงำ

รูปภาพ 12: กราฟประทัด F (2, 4) D = {2, 6} และ γ(F (2, 4)) = 2

รูปภาพ 13: กราฟประทัด F (3, 4) D = {2, 6, 10} และ γ(F (3, 4)) = 3
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ทฤษฎีบท 2.3.3 จำนวนครอบงำของกราฟต้นกล้วย B(m,n) เมื่อ m ≥ 1 คือ

γ(B(m,n)) =


1 เมื่อ n = 1

m เมื่อ n = 2

m+ 1 เมื่อ n ≥ 3

บทพิสูจน์ : ให้ G ∼= B(m,n) เป็นกราฟต้นกล้วย จากบทนิยามของกราฟต้นกล้วย กราฟ G ได้มาจากการ
เชื่อมจุดระดับขั้น 0 หรือจุดแบบเพนแดนต์หนึ่งจุดจากแต่ละกราฟดาว n จุด จำนวน m กราฟ กับจุดยอดใหม่
หนึ่งจุด กำหนดให้เป็นรากเดี่ยว v จะได้ว่า G มีจุด mn+ 1 จุด และเส้น mn เส้น

แบ่งการพิสูจน์ออกเป็น 3 กรณี
กรณีที่ 1 ให้ n = 1

ต้องการหาจำนวนครอบงำของกราฟต้นกล้วย B(m, 1) ดังรูปที่ 14

รูปภาพ 14: กราฟต้นกล้วย B(m, 1)

จะได้ว่า {v} เป็นเซตครอบงำที่เล็กที่สุดของกราฟ G ดังนั้น γ(G) = 1

กรณีที่ 2 ให้ n = 2

ต้องการหาจำนวนครอบงำของกราฟต้นกล้วย B(m, 2) ดังรูปที่ 15
เนื่องจากจุด u1, u2, ..., um จะถูกครอบงำโดย v1, v2, ..., vm ตามลำดับ และจุด v ถูกครอบงำโดยจุด

v1 จะได้ว่า {v1, v2, ..., vm} เป็นเซตครอบงำของกราฟ G ซึ่งมีจำนวนสมาชิกในเซตเท่ากับ m

สมมติให้มีเซตครอบงำของ G มี m − 1 จุด และมองว่าจุดในกราฟถูกแบ่งออกเป็น m ส่วน สำหรับ
1 ≤ i ≤ m − 1 ให้ Si ประกอบด้วยจุด vi และ ui และ Sm ประกอบด้วยจุด v, vm และ um แต่ละ Si

จะมีจำนวนจุดในเซตครอบงำเฉลี่ย m− 1

m
จุด แสดงว่าจะมี Si ที่มีจุดในเซตครอบงำไม่เกิน m− 1

m
จุด นั่น

คือมี 0 จุด ทำให้จุดในส่วนนั้นไม่อยู่ในเซตครอบงำ นั่นคือ จุด ui จะไม่โดนครอบงำ เกิดการขัดแย้ง ดังนั้นจะ
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รูปภาพ 15: กราฟต้นกล้วย B(m, 2)

ได้เซตครอบงำที่เล็กที่สุดของกราฟ G จะมีสมาชิกทั้งหมด m ตัว และจำนวนครอบงำของ G คือ m นั่นคือ
γ(G) = m

กรณีที่ 3 ให้ G ∼= B(m,n) ที่ n ≥ 3 ให้ Ai เป็นกราฟดาว โดยที่ 1 ≤ i ≤ m และ vi เป็น
จุดศูนย์กลางของกราฟดาว Ai

สำหรับกราฟ G ถ้าสร้างเซตที่ประกอบด้วยจุดศูนย์กลาง v1, v2, ..., vm และรากเดี่ยว v จุดทุกจุดใน
กราฟ G จะถูกครอบงำ ดังนั้นเซตดังกล่าวจะเป็นเซตครอบงำ ซึ่งมีจำนวนสมาชิกในเซตเท่ากับ m+ 1

สมมติให้เซตครอบงำของกราฟ G มีสมาชิกเท่ากับ m และมองว่าจุดในกราฟถูกแบ่งออกเป็น m + 1

ส่วน โดยที่ สำหรับ i = 1, 2, . . . ,m เซต Si ประกอบด้วยจุดทุกจุดในกราฟดาว Ai และ Sm+1 ประกอบด้วย
จุด v แบ่งการพิจารณาออกเป็น 2 กรณี

กรณี 1) มี i ที่จุดทุกจุดใน Si ไม่อยู่ในเซตครอบงำ จะทำให้จุดศูนย์กลาง vi ไม่ถูกครอบงำ ดังนั้นกรณี
นี้จึงไม่เกิดขึ้น

กรณี 2) จุด v ไม่อยู่ในเซตครอบงำ ดังนั้นจุดแบบเพนแดนต์ที่เชื่อมกับจุด v ใน Si สำหรับ i ค่าหนึ่ง
จะต้องอยู่ในเซตครอบงำ จุดแบบเพนแดนต์จุดอื่นใน Si เซตนั้นไม่ถูกครอบงำโดยจุดนี้ ทำให้ต้องเลือกจุดจาก
เซตนี้มาอยู่ในเซตครอบครอบงำเพิ่ม จึงมีอย่างน้อย 2 จุดใน Si เซตนั้นอยู่ในเซตครอบงำ ทำให้เหลือจุดในเซต
ครอบงำอย่างมาก m − 2 จุด และเหลือ Si แค่ m − 1 ส่วน จะมี Si หนึ่งส่วนที่ไม่มีจุดอยู่ในนั้น ซึ่งเกิดข้อขัด
แย้งเช่นเดียวกับ กรณี 1)

ดังนั้นเซตครอบงำที่เล็กที่สุดมีสมาชิกเท่ากับ m+ 1 นั่นคือ γ(G) = m+ 1
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ตัวอย่าง 2.3.4 จำนวนครอบงำของกราฟต้นกล้วย B(2, 5) และ B(3, 4) และตัวอย่างของเซตครอบงำ

รูปภาพ 16: กราฟต้นกล้วย B(2, 5) D = {5, 6, 11} และ γ(B(2, 5)) = 3

รูปภาพ 17: กราฟต้นกล้วย B(3, 4) D = {2, 6, 10, 13} และ γ(B(3, 4)) = 4

ทฤษฎีบท 2.3.5 จำนวนครอบงำของกราฟต้นมะพร้าว CT (m,n) คือ γ(CT (m,n)) = 1 +

⌈
m− 2

3

⌉
เมื่อ m ≥ 1 และ n ≥ 1

บทพิสูจน์ : ให้ G ∼= CT (m,n) เป็นกราฟต้นมะพร้าว จากบทนิยามของกราฟต้นมะพร้าว ให้กราฟวิถี Pm

ประกอบด้วยจุด v1, v2, v3, . . . , vm จะได้ว่ากราฟ G เกิดจากการเชื่อมจุดระดับขั้น 0 จำนวน n จุด ให้ชื่อว่าจุด
u1, u2, u3, . . . , un เข้ากับจุดปลาย v1 ของกราฟวิถี Pm จะได้ว่า G มีจุด m + n จุด และเส้น m + (n − 1)

เส้น และจุด u1, u2, u3, . . . , un จะเป็นจุดแบบเพนแดนต์
ในกรณีที่ m = 1 และ m = 2 กราฟ G จะเป็นกราฟดาว สมมติให้ v1 อยู่ในเซตครอบงำ เนื่องจากใน

กราฟ G จุด v1 จะครอบงำจุดแบบเพนแดนต์ทุกจุดที่เชื่อมกับ v1 เราจะได้เซตครอบงำที่มีจำนวนจุดทั้งหมดคือ
1 ดังนั้น γ(G) = 1 เนื่องจากเมื่อm = 1 หรือm = 2 จะได้ว่า

⌈
m− 2

3

⌉
= 0 ดังนั้น γ(G) =

⌈
m− 2

3

⌉
+1
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ต่อไปจะแบ่งการพิสูจน์เป็น 2 กรณี
กรณี n = 1 กราฟ G จะเป็นกราฟวิถี Pm+1 จากบทตั้ง 2.2.23 และบทตั้ง 2.2.24 จะได้ว่า γ(G) =⌈

m+ 1

3

⌉
=

⌈
m− 2 + 3

3

⌉
=

⌈
m− 2

3
+

3

3

⌉
=

⌈
m− 2

3
+ 1

⌉
=

⌈
m− 2

3

⌉
+ 1

กรณี n ≥ 2 สมมติให้ v1 อยู่ในเซตครอบงำ เนื่องจากในกราฟ G จุด v1 จะครอบงำทุกจุดแบบเพน
แดนต์ที่เชื่อมกับ v1 และครอบงำจุด v2 ทำให้กราฟวิถี Pm เหลือจำนวนจุดที่ยังไม่ถูกครอบงำเพียง m − 2 จุด
จากบทตั้ง 2.2.24 เราสามารถครอบงำจุด m − 2 จุด ในกราฟวิถี Pm โดยใช้จุดเพียง γ(Pm−2) =

⌈
m− 2

3

⌉
จุด ดังนั้นเราจะได้เซตครอบงำที่มีจำนวนจุด คือ 1 +

⌈
m− 2

3

⌉
เราสามารถแสดงได้ว่าเซตครอบงำใด ๆ จะมีจุดอย่างน้อย

⌈
m− 2

3

⌉
+ 1 จุด โดยใช้การอุปนัยเชิง-

คณิตศาสตร์ นั่นคือ γ(G) =

⌈
m− 2

3

⌉
+ 1

ตัวอย่าง 2.3.6 จำนวนครอบงำของกราฟต้นมะพร้าว CT (7, 7) CT (8, 7) และ CT (9, 7) และตัวอย่างของ
เซตครอบงำ

รูปภาพ 18: D = {v1, v4, v7} และ γ(CT (7, 7)) = 3
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รูปภาพ 19: D = {v1, v4, v7} และ γ(CT (8, 7)) = 3

รูปภาพ 20: D = {v1, v4, v7, v9} และ γ(CT (9, 7)) = 4

2.4. สรุปผลการศึกษา

ทฤษฎีการครอบงำมีบทบาทสำคัญ และนักวิจัยหลายท่านได้ผลิตงานวิจัยในหัวข้อนี้ออกมาเป็นจำนวน
มาก แนวคิดเรื่องการครอบงำได้ขยายไปสู่เซตครอบงำแบบ equitable และ end equitable ในงานวิจัยฉบับนี้
ได้แสดงการหาเซตครอบงำและจำนวนครอบงำของกราฟบางประเภท ได้แก่ กราฟต้นกล้วย B(m,n) กราฟต้น
มะพร้าว CT (m,n) และกราฟประทัด F (m,n)
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