
ขอ 1 จงระบุจุดในระบบพิกัดเชิงขั้ว (r, θ) ตอไปนี้บนระนาบพิกัดที่กำหนดให

1.1) A( 2,−2π

3

)

1.2) B(− 4,
π

2

)

ขอ 2 จงหาพิกัดเชิงขั้วของจุดในระบบพิกัดฉาก (x, y) = (0, −3)

2.1) เมื่อ r > 0 และ 0 ≤ θ < 2π จะไดวา (r, θ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.2) เมื่อ r < 0 และ 0 ≤ θ < 2π จะไดวา (r, θ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ขอ 3 จุดในพิกัดเชิงขั้ว (r, θ) = 
(
2
√
2,

9π

4

) จะเขียนในพิกัดฉากไดเปน (x, y) = . . . . . . . . . . .

ขอ 4 กำหนดให r = 4 sin(3θ)

(แนะนำ : sin(A + B) = sin A cos B + cos A sin B)

4.1)  จงตรวจสอบวากราฟของสมการ
ที่กำหนดใหสมมาตรกับแกน Y  หรือไม

4.2) จงวาดกราฟของสมการ r = 4 sin(3θ)

แบบฝกหัดทบทวนกอนสอบปลายภาค ชุดที ่4 
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ขอ 5 จงเขียนพื้นที่ของบริเวณที่แรเงา ในรูปของอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว โดยไมตองคำนวณคา

5.1) พื้นที่ A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5.2) พื้นที่ A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



∫∫
R

f(r, θ) dA =

∫ 3π/4

π/4

∫ 3

2

r tan θ drdθขอ 6 กำหนดอินทิกรัลในระบบพิกัดเชิงขั้ว 

จงวาดรูปพรอมทั้งแรงเงาบริเวณ R

ขอ 7 กำหนดอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดเชิงขั้ว I =
∫ 5π/4

3π/4

∫ √
2

− sec θ

r4 drdθ

จงเปลี่ยนอินทิกรัล I ใหอยูในรูปอินทิกรัลสองชั้นในระบบพิกัดฉาก โดยไมตองคำนวณคา

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∫ 1

−1

∫ √
1−y2

0

x

x2 + y2
dxdy โดยเปลี่ยนใหเปนอินทิกรัลสองชั้นในระบบขอ 8 จงหาคาของ I =

พิกัดเชิงขั้ว

ขอ 9 จงเขียน I =
∫ 2

−2

∫ 4−x2

0

∫ 8

0

f(x, y, z)dz dy dx ใหอยูในรูปอินทิกรัลสามชั้นที่มีลำดับของ
การอินทิเกรต เปน dx dy dz โดยไมตองคำนวณคา

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ขอ 10 จงเขียนปริมาตรของหลอดไฟรูปทรงคลายเมล็ดขาวปดลอมดานบนดวยสมการพาราโบลอยด
z = 4− 4(x2 + y2) และดานลางดวยสมการ z = (x2 + y2)2 − 1 ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในพิกัดทรงกระบอก
โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร V = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ขอ 11 พิจารณาวัตถุปดลอมดานบนดวยสมการพาราโบลอยด z = r2

ดานขางดวยทรงกระบอกกลม r = 2 sin θ และดานลางดวยระนาบ XY

11.1) จงวาดและแรเงาภาพฉาย (projection)ของวัตถุนี้บนระนาบ xy พรอมทั้งระบุสเกลใหชัดเจน

11.2) จงเขียนปริมาตรของวัตถุนี้ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในพิกัดทรงกระบอก โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร V = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



ขอ 12 จงหาคาของอินทิกรัล ∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 3 sinϕ

0

θ2 dρ dϕ dθ

ขอ 13 พิจารณาวัตถุปดลอมดานบนดวยสมการ z =
√
12 ดานลางดวยสมการกรวย z =

√
3x2 + 3y2

13.1) สมการ z = 12 เขียนในรูปสมการในพิกัดทรงกลมไดเปน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

13.2) สมการ z =
√
3x2 + 3y2 เขียนในรูปสมการในพิกัดทรงกระบอกไดเปน . . . . . . . . . . . . . . . .

13.3) สมการ z =
√
3x2 + 3y2 เขียนในรูปสมการในพิกัดทรงกลมไดเปน . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

13.4) จงเขียนปริมาตรของวัตถุนี้ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบในพิกัดฉาก โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร V = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

13.5) จงเขียนปริมาตรของวัตถุนี้ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดทรงกระบอก โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร V = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

13.6) จงเขียนปริมาตรของวัตถุนี้ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบในพิกัดทรงกลม โดยไมตองคำนวณคา

ปริมาตร V = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ขอ 14 กำหนดอินทิกรัลสามชั้นดังสมการ

I =

∫∫∫
G

f(ρ, ϕ, θ)dV =

∫ π/2

0

∫ π/2

0

∫ 2

0

eρρ2 sinϕ dρ dϕ dθ

14.1) จงวาดรูปทรงตัน G คราว ๆ

14.2) จงเขียนอินทิกรัล I ใหอยู ในรูปอินทิกรัลสามชั้นในระบบพิกัดฉากที่มีลำดับของการอินทิ เกรต เปน
dz dy dx โดยไมตองคำนวณคา

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

14.3) จงเขียนอินทิกรัล I ในพิกัดทรงกระบอก โดยไมตองคำนวณคา

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



ขอ 19 จงใหเหตุผลหรือยกตัวอยางประกอบวาขอความตอไปนี้เปนเท็จ

19.1) กำหนด an ≥ 0 สำหรับทุกจำนวนนับ n ถา lim
n→∞

an+1

an
= 5 แลว อนุกรม

∞∑
n=1

an ลูเขา

19.2) ถาอนุกรมไมลูเขาอยางสัมบูรณแลวอนุกรมนั้นจะตองลูเขาอยางมีเงื่อนไข

19.3) กำหนด 0 ≤ an ≤ bn สำหรับทุกจำนวนนับ n ถา
∞∑
n=1

an ลูเขา แลว อนุกรม
∞∑
n=1

bn ลูเขา

19.4) กำหนด lim
n→∞

an = 0 แลว อนุกรม
∞∑
n

an ลูเขา

ขอ 20 กำหนด f(x) = sin(2x)

ถาอนุกรมเทเลอรของฟงกชัน f ที่จุด x = π คือ
∞∑
n=1

(−1)n2L(x− π)2n−1

(2n− 1)!
จงหาคา L

ขอ 21 จงหาชวงการลูเขาของ 
∞∑
n=1

(−1)n
xn+1

3n

ขอ 17 ถา f(x) = 2x

x2 − 4
เปนฟงกชันลดและตอเนื่องบนชวง [3,∞) แลว จงใชการทดสอบอินทิกรัล

(Integral test) ในการทดสอบวาอนุกรม
∞∑
n=3

2n

n2 − 4
ลูเขา (Converge) หรือลูออก (Diverge)

ขอ 18 จงตรวจสอบวาอนุกรมตอไปนี้ ลูเขาแบบสัมบูรณ (Absolutely convergent) ลูเขาแบบมีเงื่อนไข
(Conditionally convergent) หรือลูออก (Divergent)

18.1)
∞∑
n=1

(−1)n
1

n+ 2

18.2) 1 + 3

4
−
(
3

4

)2

−
(
3

4

)3

+

(
3

4

)4

+

(
3

4

)5

−
(
3

4

)6

−
(
3

4

)7

+ . . .

ขอ 15 จงหาผลบวกของอนุกรมตอไปนี้ (ถาหาไมไดใหตอบลูออก (diverge))

15.1)
∞∑
n=1

ln
n+ 3

n+ 2

( )
15.2)

∞∑
n=1

(
− 2

5

)n

ขอ 16 จงตรวจสอบวาอนุกรมตอไปนี้ ลูเขา (Converge) หรือลูออก (Diverge)

16.1)
∞∑
n=3

n− 2

n4 − 3n+ 1

16.2)
∞∑
n=1

1
3
√
n − 1

16.3)
∞∑
n=3

en

(2n)!

16.4)
∞∑
n=1

(
lnn2

)n




